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ПОНЯТИЕ МНОЖЕСТВА. ОПЕРАЦИИ НАД 
1-4 МНОЖЕСТВАМИ. ДОПОЛНЕНИЕ К МНОЖЕСТВУ

Понятие множества является одним из исхо,дных понятий математики 
в том смысле, что его нельзя определить с помощью более простых, чем 
оно само, понятий. В повседневной жизни часто приходится рассматривать 
набор некоторых объектов как единое целое. Скажем, когда биолог изучает 
флору и фауну некоторой местности, он делит организмы на виды, а виды 
на семейства. При этом каждый вид рассматривается как единое целое, 
состоящее из организмов.

Множество может состоять из объектов различной природы. Например, 
все реки Азии или все слова в словаре могут рассматриваться как множества.

Знаменитый немецкий математик Г. Кантор (1845 -19^18) дал следую
щую описательную формулировку: «Множество есть совокупность, мыс
лимая как единое целое^»^.

Объекты, составляющие множество, называются его элементами.
Обычно, для удобства, множество обозначается заглавными буквами 

латинского алфавита, например, А, В, С,..., а его элементы - прописными.
Множество А^, состоящее из элементов а, Ъ, с, ... , будем записывать 

в виде А = {а, Ь, с.,...}. Отметим, что записи {6, 11} , {11, 6} , {11, 6, 6, 11} 
означают одно и то же множество.

Приведем примеры множеств. Например, множество {0, 1, 2, 3, 
4, 5, 6, 7, 8, 9} - множество цифр десятичной системы счисления, 
V^= {а, е, /, о, и} - множество гласных букв английского алфавита. Мы можем 
обозначить множество учащихся 10 "А" класса через {а ..., аз(}, где а^ 
- первый по журналу учапник^с^,... «3,, - тридцатый по журналу учащийся.



То, что X является элементом множества А, будем обозначать как 
X Е А, а то, что он не является его элементом, будем обозначать как 
х^ А. Эти записи в первом случае читаются как «элемент% принадлежит 
Л», а во втором случае как «элемент х не принадлежит А».

Например, для множества Л = {1,2,3,4,5,6,7} имеем 4 е Л, однако 9 g Л.
Если число элементов, составляющих множество, конечно, то такое 

множество будем называть конечным, в противном случае бесконечным.
Например, множество А = {2, 3, 5, 8, 13, 21} - конечно, а множество 

М={1, 2,..., п,...} всех натуральных чисел бесконечнее.
В качестве еще одного примера бесконечного множества можно привести 

множество всех натуральных чисел, не меньших 13.
Обозначим через п(А) число всех элементов конечного множества А. 

Если, например, А={2,3,5, 8,13,221}, то п(А)=6, в силу того, что число всех 
его элементов равно 6. Множество, не содержащее ни одного элемента, 
называется пустым и обозначается так: 0

Пустое множество 0 считается конечным и для него 0.
Для бесконечного множества ,4 принято, что п(А)= да.
Если все элементы множества А также принадлежат множеству В, то 

говорят, что множество А - подмножество множества В и обозначают так^: 
А с В. В этом случае также говорят, что «множество Л лежит во множестве 
В» или «множество А - часть В»..

Во множестве {а} лежат два подмножества: 0 и {а}.
Множество {а, Ь} имеет четыре подмножества: 0, {а}, {Ь} и {а, Ь}.
^^, 3, 5} с {1,2, 3,4, 5, 6}, так как все элементы первого множества также 

являются элементами, второго.
Если множество А имеет элементы, не принадлежащие В, то множество 

А не может быть подмножеством В. Этот факт мы будем записывать так: 
А&В.

Например, пусть Л={ 1, 2, 3, 4}, В={2, 3, 4, 5}. Так как 1&В , то Аф В.
Очевидно, что справедливы соотношения: 0 сА, А с А.
Если Ас, В и В с А, то эти множества состоят из одних и тех же 

элементов. Такие множества называются равными (совпадающими), и 
этот факт мы будем записывать так: А = В.

Например, множество всех правильных треугольников совпадает со 
множеством всевозможных треугольников, у которых все углы равны. 
Причина этого заключается в том, что у любого правильного треугольника
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все углы равны, и, наоборот, если у треугольника все углы равны, то он 
является правильн^1м.

Напомним основные числовые множества: М={1,2,3,4,5,...} — множе
ство натуральных чисел; Z=(0, ±1, ±2, ±3, ...} — множество целых чисел;

п е N } - множество рациональных чисел; !R=(-co;+ оо) -Q={ — I т G 
п

множество действительных чисел.

Объединение и переселение множеств
1) Множество, состоящее из элементов, принадлежащих хотя бы 

одному из множеств А, В, называется объединением множеств.
Объединение множеств А, В обозначается через А и В.

Например, если Р ={1, 3, 4} и 2={2, 3, 5}, то Р и 2 ={1, 2, 3, 4, 5}.
2) Множество, состоящее из элементов, принадлежащих обоим 

множествам А, В, называется пересечением множеств. Пересечение 
множеств А, В обозначается через А П В.

Например, если ^={1, 3, 4} и 0)=^{2, 3, 5}, то Р 0 С^=^{3}.
Множества, не имеющие общих элементов, называются непересекаю

щимися..
Пример 1. Для множеств М = {2, 3, 5, 7, 8, 9} и N — {3, 4, 6, 9, 10}:

a) определите, какие из утверждений верны,
а какие неверны: 14 е М;
b) найдите множества: I М П IV;
c) определите, какие из утверждений
верны, а какие неверны: - М с

Да) Так как число 4 не является элементом множества М, то утвержде
ние 4 6 М неверно. Так как число 6 не является элементом множества, 
утверждение 6 6 М истинн^с^.
b) М П N = {3, 9}, так как только числа 3 и 9 - элементы обоих мно
жеств. Для того, чтобы найти множество Ми N выпишем элементы, 
принадлежащие либо М, либо N. Ми N = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10};
c) Утверждение М с N ложно, ибо существуют элементы множества 
М, не принадлежащие N. Утверждение {9, 6, 3} N истинно, ибо в 
множестве N есть элементы из {9, 6, 3}.

Упражнения
1. 1. Используя знаки е, , Я, , напишите утверждения:

а) число 5 - элемент множества Д;

II 6
II Ми TV;

f; ^^,6,3} Е



2.

b) число 6 не является элементом множества D;
c) множество {2, 5} - подмножество множества {1, 2, 3, 4, 5, 6}; 
ё) множество {3, 8, 6} не является подмножеством множества 
{12, 3,4, 5, 6};

Найдите А U В и А П В, для множеств А и В:
a) А - {6, 7, 9, 11, 12},
b) Л = {12, 3,4},
c) А ={1,3, 5,7},

В= {5,8, 10, ^^,9};
В = {5, 6, 7, 8};
В = {12, 3,4, 5, 6, 7, 8,9}.

3. Найдите число элементов каждого из множеств:
а) А = {6,1, 9, И, ^2}; Ь) 5 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9};
с) А П В-, а)А и В.

4. Определите, является ли множество:
a) всех натуральных чисел, больших 10, но меньших 20;
b) всех натуральных чисел, больших 5, конечным или бесконечным?

5. Какие из множеств не пересекаются:
a) А = {13, 5, 7}; Д={2,4,6,^^};
b) Р= {3, 5, 6, 7, 8, 10}; 0={4, 9, 10}?

В некоторых случаях для задания множества указывается 
характеристическое свойст^в^о^, истинное для всех элементов множества 
и ложное для остальных. Если мы кратко запишем тот факт, что элемент 
х удовлетворяет свойству Р как Р{х), то множество всех элементов, 
удовлетворяющих свойству Р обозначается так: {х|Р(х)}.

Например, запись Л = { х | -2 < х < 4, х 6 2} читается следующим об
разом: "множество всех целых чисел, больших или равных -2, но меньших 
или равных 4".

На числовом луче это множество изображается так^:

■ # > ,.^ -.,4 ► х
-^2 0 4

Видно, что А = ^^2, -^1,0, 12, 3, 4} и оно, конечно, при этом п{А) = 7.
Аналогично запись 5={х|-2<х<^4|, хбК^} читается так:
"множество всех действительных чисел, больших или равных -2, но 

меньших 4".
На числовом луче это множество изображается так:

---------6^ - — 4=........... ■ 1 -6--------- ► х
-2 4

Видно, что , В = [-^2, 4) и оно бесконечно, при этом п(В) = оо.
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Пример 2. Пусть у( = {х | 3 < х < 10, х е 2}.
a) Как читается эта запись?
b) Выпишите последовательно элементы этого множества.
c) Найдите п(Л).

А а) "Множество всех целых чисел, больших 3 и меньших или равных 10";
b) А = {4, 5, 6, 7, 8,9, 10};
c) n(Л) =

Упражнения
6. Какие из множеств конечны, а какие бесконечны:

7

Ь) {х 1 -^2 < х < 1 х Е Е}; 
d) {х 1 0 < х < 1, х Е <)}?

ЪЛ = {х 1 -2 <х < 8, хеМ}; 
с1)Л = {х|5<х<6, хЕ(Ц!}.

8.

9.

а{^^|'^^2<х< 1;хе Z};
с) {х 1 х 5 5, х Е Ж};

Прочитайте записи:
а) Л = {х 1 ^1 < х < 7, х Е 2};
с)Л = ^^10<л^^ 1хХ^П}};

Выпишите элементы этих множеств, если это возможно.
Запишите кратко следующие множества^:

a) "множество всех целых чисел, больших -100 и меньших ЮО";
b) "множество всех действительных чисел, больших Ю00";
c) "множество всех действительных чисел, больших или равных 2, 
но меньших или равных 3".

Ответьте на вопросы:
a) Выпишите все подмножества множеств {а, Ь, с} и {а, Ь, с, d}. 
Сколько их?
b) Сколько подмножеств имеет множество В, состоящее из п эле
ментов?

10. В каких случаях выполнено включение А с В!
А = {2, 5, 8, 9} и В = {8, 9}; 
В = {х1хЕП^};
В = {х 1 0 < х < 10, х Е Е}; 
В = {2 1 0 < 2 < 5, г Е Ъ}!
В = { у 1 0 <у < 2,у Е Q}.

а) А =0иВ= {2, 5, 7, 9}; Ь)
с)у4 = ^^12<д^^Зх^^К^} и
ё)Л = {х13<х<^9, хе(>} и
е) А = { х 1 ^10 < х < 10, х Е 2} и 
ТА = {х 1 0 <х < 1х G <)} и

Рассмотрим множество всех натуральн^тх чисел, больших или равных 1, 
но меньших или равных 8. Пусть нас интересуют только его подмножества.

В таком случае, обычно вводится множество V= { х 1 1 < х <8, хбМ}, 
называемое универсальным множест^вом.

О



Множество А', содержащее все элементы универсального множества 
и, н«г я{^ляющ.иес^ э.лс^г^ме1ггг^!ми А, Н!^;^1^^^:ае'тс^ д1^1^1^:^]нением
множества А.

Например, если U^= {12, 3,4, 5, 6, 1, 8} - универсальное множество, то 
дополнение множества N = {1, 3, 5, 7, 8} имеет видЛ' = {2, 4, 6}.

Очевидно, что А ГМ' = 0; А ЫА' = и; n(AU + n(A'U = n(U), т.е. множества 
А и А' не имеют общих элементов, а также все составляющие их элементы 
образуют в совокупности универсальное множество U.

Пример 3. Пусть U универсальное множество. Найдите С' ес^л^и.
а) С = {все четные числ^а}, Ь)С = {х | х > 2, х е U = Ж.

. а) С' = {все нечетные числен}, Ь) С' = { х | х < 1х

Пример 4. Пусть U = {х | ^5 < х < 5, х е А = {х | 1 < х < 4, х е Ж},
В = {х | ^3 < х < 2, х еЖ}. Выпишите все элементы множеств:

с) а; ё) в;
§)Л'ПЯ; Ь^)и^'иВ?',

Ь) В =^^3,^2, -1,{^. 1}
<3 В'={^5, -4, 2, 3, 4, 5}
OuAU В ={-3, -2, ^1,0), 1,2, 3,4^}
Ь) А и Я'^{^^,^4,--3,-2,-1Д)^^,3,4,51.^

а) А; Ь) В;
о) АП В; f) А и В;

Да)N={1)2)3)^};
с) А'={-5, -4, ^3, --) ^1,^, 5}; 
е)А ПВ={1};
§) ЛП В ={-3, -2, ^1, 0};

Упражнения
11. Найдите С'.

a) U = {б^уквы английского алфавита}, С = {согласные буквы};
b) U = {целые числа}, С = {отрицательные целые числа);;,
c) и = Ж, С = {х | х < ^5, х 6Ж};

_ _ d) и = Q, С = {х | х < 2 или, х>8)Xe ($}.
12. Пусть П = {х | 0 < х < 8, х е 2}, N = {х | 2 < х < 7, х ЕЖ},

В= {х | 5 < х < 8, х е Ж). Найдите:
а) А; Ь) А'; с) В; А) В';
е) А f1 В; f) А и В; §) А П В'.

13. Пусть n(U) = 15, п(Р) = 6, n(Q') = 4. Найдите:
а) пСР); Ь)

14. Пусть и = { х | 0 < х < 12, х ЕЖ}, А = { х | 2 < х < 7, х 6 2},
В = С = {х | 5 < х < 11, х е 2}. Найдит^е^:

а) в; ь) с; с) а; d) а п в;
е) (А П В); f) А'ПС^^- ё) В' У С; Ь) (А II С) П В'.



Пример 5. Пусть tZ=K, Р= {числа, кратные 4 и меньшие 50} и 
(2 = ^^исла, кратные 6 и меньшие 50}.

a) выпишите элементы множеств Р, Q',
b) найдите Р П 0\ с) Найдите Р и Q;
d) проверьте выполнение равенства п(Р и 0) = п(Р) + ^^Q) - п(Р П 0)- 

Д^а) Р = {4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36,4^0, 44,4^8^},
2= {6, 12, 18, 24,30, 36,42,4^8};

b) РП Q = {12, 24,36,4^8};
c) Р и 0. = ^4,6, 8, 12, 16, 18, 20, 24, 28, 30, 32, 36, ^Ю, 42, 44,48}; 
ё) п{Р и 0) = 16 и п(Р) + п(0) - п(Р П 0) = 12 + 8 - 4 = 16.

Значит, п(Р и 1^) = п(Р) + п(О) - п{Р П 0) равенство является верным. А
Упражнения

15. Пусть V = И, Р = {простые числ^^, меньшие 25} и 0= {^^,4,5,11,12,1^}.
a) выпишите элементы множеств Р;
b) найдите Р П 0; с) найдите Р и 0;

_ ё) проверьте выполнение равенства п(Р и 0) = п(Р) + п((}) - ni^P П 0)-
16. Пусть (7 = М, Р = {делители числа 30} и Q = {^|^.лители числа 40}.

a) выпишите элементы множеств Р, (?;
b) найдите Р П 0', с) найдите Р и 0;
ё) проверьте выполнение равенства п{Р и 0) = п(Р) + п{0) - п{Р П 0).

17. Пусть и=М, Р= ^^ратные числа 4, лежащие между числами 30 и 60} и 
0^= {^]ратные числа 6, лежащие между числами 30 и 60}.

a) выпишите элементы множеств Р, Q;,
b) найдите Р П 0; с) найдите Р и ()■,
ё) проверьте выполнение равенства п(Р 1 (?) = п{Р) + П2).

18. Пусть и^={ х I 0 < х < 12, х 6 2}, А = { х | 2 < х <7, х е
В={ х | 3 < х < 9, х е 2}, С = { х | 5 < х < 11, х 6 2}. Найдит^е^: 

а) в; Ь) с; с) а; Ф а П В;

___ е) (А П в); f) А'П С\ ф^'и С; Ь) (А и С) П В'.
19. Пусть и = 2,, С= {у | -^4 <у <^1,у ЕЯ} и И = {у | -7 <;/< 0,уе 2}.

a) выпишите элементы множеств С, D;
b) найдите С П D; с} найдите Си О;

__ ё) проверьте выполнение равенства п(С и О) = п(С) + п(П) - п(С П D).
20. Пусть и= И, Р = ^^ратные числа 12}, (9 = {кратные числа 18} и 

R={1^]ратные числа 27}.

а) выпишите элементы множеств Р, Q, R-,



21.

22.

b) найдите

с) найдите

I Р П Q;
П с;

У Р и R;
1 Р П 2 ПЛ;

1 1 Р П R;

\ii 2и 
П/^иииК.

Пусть и = М, /1 = ^^ратные числа 4, меньшие 40},
В = {^]эатные числа 6, меньшие 40} и
С = {кратные числа 12, меньшие 40}.

a) выпишите элементы множеств А, В, С;
b) найдите 1/^ПЯ; I II В ПС; |11^Л ПС; 1 1УЛПЯПС^.
c) найдите А и В U С;
d) проверьте выполнение равенства
п(ЛИ ВиС) = п{Л)+пl(В^^^r^{(^С^-п(Л П В)-п(В П С)-п(Л П С)+п(Л ПВПС^;^. 

Пусть V = И, Л = {1^]^:^тные числа 6, меньшие 31}, В = {д|^.лители 30} и 
С = {простые числа, меньшие 30}.

a) выпишите элементы множеств: А., В, С;
b) найдите I А П В; III В П С; I III А П С; I 1V А П В П С.
c) найдите А и В и С;
d) проверьте выполнение равенства:
п(Л и ли С) = п(Л)+п(В)+п(<^^^-п(Л П Л)-и(ВП С')^^](Л П С)+n(Л П В ПС).

Диаграммы Венна

Уд^обно изображать множества в виде диаграммы Венна. В диаграмме 
Венна универсальное множество V будем изображать как прямоугольник, 
а множество - как круг, лежащий в этом прямоугольнике.

Например, на этом рисунке изобра
жено множество А, лежащее внутри 
универсального множества U. Закра
шенная область вне круга означает 
дополнение А ’ множества А:

А’

Если V = ^^,3,5,7,8}, А = ^^,7,8} и А,
Л'= {3,5}, то они изображаются на ди
аграмме Венна следующим образом: .

и

©



Мы знаем, что если В с а, то любой 
элемент множества В принадлежит 
множеству А. Значит, на соответству
ющей диаграмме Венна круг, обозна
чающий множество В, лежит в круге, 
обозначающем множество А.

Все элементы пересечения АП В 
лежат как в А, так ив В. Значит, на 
соответствующей диаграмме Венна 
закрашенная область изображает 
множество А П В:

Все элементы объединения А В при
надлежат либо А, либо В, либо обоим 
одновременно. Значит, на соответ
ствующей диаграмме Венна область, 
соответствующая множеству А и В, 
изображается следующим образом:

a) А = {1, 3, 6, 8}
b) А = {-3) 6, 7, 8}

Пример 6. Пусть U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}. Изобразите на диаграмме 
Венна множествам:

и В = {-) 3)4) 5, 8}; 
и В ={3)6) 8}. _ _ _

Ъ)^ПВ = ^^,6, U, Вс^А

23. Изобразите на диаграмме Венна множества А, В:
a) и^2>, 3)4) 5, 6)7})
b) U = {2, 3,4, 5, 6, 7},
c) < = {-2) 3)4) 5,67},
d) <7 ={3)4) 5, 7},

N = ^^,4, 6} и В ={5, 7}-
А = {2,4,6} и В = {3,5,^};
А = {2)4) 5, 6} и В = {-4) 6, 7}; 
А = {3,4) 5, 7} и В = {3,5}.

©



24.

25.

26.

Пусть 11= {х I 1 < х < 10, х G Ъ},А = {^^^етные числа, меньшие 10} и 
В = {^^остые числа, меньшие ^^}.

a) выпишите элементы множеств А, В;
b) изобразите множества А, В на диаграмме Венна;
c) найдите множества А f В и А и В.

Пусть С = {х | U<х< 10, х 6 2},А = ^^ратные числа 6} и 
В = ^^ратные числа 9}.

a) выпишите элементы множеств А, В;
b) найдите множества А fl В и А и В;
c) изобразите множества А, В на диаграмме Венна.

На диаграмме Венна изображены 
множества А, В. Выпишите элементы 
множест^Е^:

27.

ИА; П В; III а;
УАП^; VI А и В; VII (А и В)̂';

На диаграмме Венна изображены мно
жества А, В, с.

а) Выпишите элементы множества:

VII А и В'.

1А; II Я; III С;
^^АПЯ; V АиВ; VIВПU^;

УНАПЯПС; VHU^^I^C.
Ь) Найдит^е^:
I п(А и В V С);
II п(А) + п(В) + п(С) - п(А П В}- п(А ПС) - п(В П С) + п(А П В П С).

Удобно на диаграмме Венна множества раскрашивать.
Например, на рисунке раскрашены множества А, А П В, В', А П в:

А ПВ B' АП В'

©



Упражнения
Перерисуйте в тетрадь диаграммы и раскрасьте данные множества^:
28.

29.

и
30.

31.

а)/ П5; 
с) А'и В; 
е) (А П В);

Ь) А пв; 
б)АиВ?; 
0{.Аив^;)'.

а) А; Ь) В;
с) а; dlB';
е) А ПЯ; 1) А и В;
§)Л'П Д; Ь) А и в;
1)(А П В)!

а) А; Ь) 5;
с) а; ё)я;
е)АПВ?; 0 А и В;
g)A'n^; Ь) А и В}
1 )(АП^5).

а) А; Ь) в;
с) В ПС?; <х)аВ;
е^.АПВП^; Т А и В и С;
§)(А ПВ п С); Ь) (А и В) иС7;
0 (В П С) п А.

5-7
ВЫСКАЗЫВАНИЯ. ОТРИЦАНИЕ,
конъюнкция и дизъюнкция

Высказывание - это повествовательное предложение, утверждающее 
что-либо о чем-либо, при этом непременно истинное или ложное.

Вопросительные предложения, повествовательные предложения, опи
сывающие личное отношение субъекта, например «Зеленый цвет приятен»^, 
не являются высказываниями. Отметим, что существуют высказывания, 
истинность или ложность которых не определяются однозначне)^.

Например, высказывание "Этот писатель родился в Ташкенте" может 
быть истинным по отношению к некоторым писателям и ложным по от
ношению к другим.



Пример l. Укажите, какие из предложений являются высказываниями.
В случае, когда предложение является высказыванием, однозначно ли 
определяется его истинность - ложность?

a) 20:4=80; Ь) 25-8=200;
с) Где мой карандаш? d) У тебя глаза голубые.

А а) Это высказывание и оно ложно, так как 20:4=5;
b) это высказывание и оно истинно;
c) это вопросительное предложение и поэтому оно не является вы
сказыванием;
с) это высказывание. Истинность-ложность его определяется неодно
значно, так как применительно к некоторым людям оно истинно, а к 
другим - ложно. /

Мы будем обозначать высказывания буквами ц, г ... .
Например, р^: во вторник прошел дождь; ц: 20:4=5; г: х - четное число. 
Для построения неско.льких сложных высказываний служат символы, на

зываемые логическими связк^а^м^гс. Л (когньюнкция, "и", "но"), (дизъюнкция, 
"или"), 1 ^^трицани^е;," не ....")"нхвхрнO) что ....").
Рассмотрим их подробней.
Отрицание
Для высказывания р высказывание вида "не р" или "неверно, что р" на
зывается отрицанием высказывания р и обозначается как —р.

Например,
отрицанием высказывания 

р: Во вторник шел дождь
является высказывание

-1р^\ Во вторник дождя не было;

Отрицанием высказывания 
р^'. У Мадины глаза голубые

является высказыванием.
У Мадины глаза не голубые.

Ясно, что если р истинно, то -лр ложно, и наоборот, если р ложно, то -л^р 
истинно. Этот факт иллюстрируется так называемой таблицей истинности. 
Такая таблица позволяхт, исходя из высказывания р, заключить об истин
ности Т1 или ложности р1 нового высказывания -1р'.

Р
т
р

2

Т

1 Буквы Т и F - начальные буквы английских слов "Ише" (истинно) и "&1§г" (ложно) соответственно.
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Упражнения
32. Укажите, какие из предложений являются высказываниями. В случае, 

когда предложение является высказыванием, однозначно ли опреде
ляется его истинность - ложность?

a) 11^5=7; Ь) Е’-^^е^т^ное числ^о; с) 2е;<2; ё)2ё2 •
e) Параллелограмм имеет 4 стороны.
1) 37 - простое числ^о^.
§) Каков твой рост?
b) Все квадраты - четырехугольники.
1) Идет ли снег?
j) Четырехугольник не является параллелограммом.
k) Твоему братику 13 лет.
l) Нравятся ли тебе исторические книги? 
ш) Мадина хорошо поет^,
п) Ты родился в Самаркандце.
о) Противоположные углы равны,
р) Параллельные прямые пересекаются.

33. Составьте отрицание высказывания. Истинно ли оно?
a) все четырехугольники являются параллелограммами;
b) q: л/5 - иррациональное число; с) г: 1 - рациональное число;

ё) 5/ 23-^14 =12; е) I: 52:4=13;
f) и: разность двух четных чисел нечетна;
§) р^: произведение последовательных натуральных чисел четно;
Ь) q: все тупые углы равны;
О г: все трапеции - параллелограммы;
j) 5: если в треугольнике две стороны равны, то он называется 
равнобедренным.

34. Пусть х, у е М. Составьте отрицания высказываний:
а) х > 5; Ь) х > 3; с) у < 8; ё) у < 10.

35. Для заданных высказываний г, в определите, будет ли высказывание 5 
отрицанием высказывания г7 В случае, когда высказывание 5 не явля
ется отрицанием высказывания г, найдите отрицание высказывания г.

a) г: Рост Мадины выше 140 см; .5/ Рост Мадины ниже 140 см;
b) г: Акбар занимается футболом; 5/ Акбар занимается музыкой;
с) г: Я сегодня пил черный чай; 57 Я сегодня пил зеленый чай; 
ё) г: Я был в Самарканде; 5: Я никогда не был в Самарканде.

GD



Пример 2. Составьте отрицание высказывания:
с) х > 2, х 6 Ъ; 

с) х < 2 и х 6 2.^

Ь) х > 2, х е И;а) х — дыня, х 6 {д-^1ни^, арбу^з^ы}^;

Да) х - арбуз;
Упражнения
36. Составьте отрицание высказывания.

a) х е {1,2, 3,4^};
b) х 6 {лошади1, овцы^};
c) х } 0, х } 2;
d) х - ученик, х 6 {учен^ъ^к^г^'^:,
e) х - ученица, х е ^^евочки^}.

Удобно находить отрицание вы
сказывания с помощью диаграмм 
Венна. Например, рассмотрим вы- 
сказывани^е^:
р>\ "Число х больше, чем 10 ". и

На диаграмме - множество всех чисел, множество Р - множество
истинности высказывания р, то есть множество всех х , для которых это 
высказывание истинное. Множество Р' является множеством истинности 
отрицания ^р: "Число х меньше или равно 10".

Пример 3. На множестве х10<х< 10, х Е И} рассмотрим вы
сказывание р: X- простое число. Найдите множества истинности выска
зываний р и

А Пусть множество Р - множество истинности высказывания р, а мно
жество Р' - множество высказывания Тогда эти множества изо
бражаются на диаграмме Венна следующим образом:

и

]
f ъ

г
J
' 8

Р'
Упражнения
37. Составьте отрицание высказывания и изобразите на диаграмме Венн^а^: 

а1^={х120<х< 30},/?; х - простое число ;
b) V = {х 1 1 < х < 10}, р: X - четное.

©



39.

40.

38. Пусть U = {ученики 10 класса! j, М = {ученик^^!,, посещающие музы
кальный кружок}, О ={ученик^1^, играющие в оркестре}. Изобразите 
на диаграмме Венна следующие высказывания:

a) все ученики, посещающие музыкальный кружок, играют в ор
кестре;
b) ни один ученик, играющий в оркестре, не посещает музыкаль
ный кружок;
c) все ученики, играющие в оркестре, не посещают музыкальный 
кружок.

Пусть U — {х | 5 < х < 15, х 6 М},р; х d 9. Изобразите высказывание 
на диаграмме Венна и выпишите все элементы множества истин
ности отрицания -'f).
Пусть и = {х | х < 10, х х х - четные числа. Изобразите выска
зывание на диаграмме Венна и выпишите все элементы множества 
истинности отрицания.

Конъюнкция
ВысказываннX) образованное из двух высказываний с помощью связки

"и", называется конъюнкцией заданных высказываний^.
Конъюнкция высказываний р., д обозначается через

Например, конъюнкция высказываний, 
р^: Эльдар на завтрак ел плов; 
д: Эльдар на завтрак ел самсу'.

имеет вид:
рЛд: Эльдар на завтрак ел плов и самсу.

Видно, что высказывание рЛд верно, если Эльдар на завтрак ел и плов
и самсу^, то есть высказывание рЛд истинно при истинности обоих выска
зываний. Если хотя бы одно из высказываний р, д ложно, то высказывание 
р^Лд является ложным.

Конъюнкция высказыванийр, д имеет следующую таблицу истинности: 

рЛд
рЛд истинно, когда оба высказывания р, д ис
тинны.т т т

т
р
F

F
т
р

р
р
р

^Лд ложно, когда хотя бы одно из высказываний 
р>, д ложн^о^.

Первый и второй столбцы таблицы составлены из всех возможных значений 
истинности высказываний р, д.



На диаграмме Р — множество истинности 
высказывания р, Q - множество истинности 
высказывания д , а множество истинности вы
сказывания рЛд является множеством Р П (?, на 
котором истинны оба высказывания:

РП Q

Упражнения
41. Составьте конъюнкцию высказываний:

a) Мадина - терапевт;
b) р; число х больше, чем 15;
c) р; облачно;

__ d) у Алима черные волосы;

д: Муниса - стоматолог; 
д: число х меньше, чем 30 ; 
д-. идет дождь; 
д: у Алима голубые глаза.

42. Определите, истинность высказывания рЛд :
a) р; 5 - нечетное число;
b) квадрат имеет четыре стороны;

д: 5 - простое число; 
д; треугольник имеет пять 

сторон;
д; 16 > 23;
д: 12 делится на 4;
д\ 6+9 = 15.

43.

c) р: 39 < 27-,
d) 12 делится на 3;
e) р: 5+8 = 12;

Пусть и = { х I 1 < х < 12, х е ^. р: х - четное число, д: х- меньше, 
чем 7.
Изобразите на диаграмме Венна множества истинности высказыва
ний: а) р, д; Ь) рЛд.

Дизъюнкция
Высказывание, образованное из двух высказываний с помощью связки 

"или", называется дизъюнкцией заданных высказываний.
Дизъюнкция высказываний р, д обозначается через рУд.

Например, дизъюнкция высказываний,
р: Эльдар сегодня посетит библиот.е^^^у; 
д: Эльдар сегодня посетит театр . 
имеет вид:
р^Уд: Эльдар сегодня посетит библиотеку или те^т^р).
Высказывание р^Уд истинно, когда сегодня Эльдар посетит либо библи

отеку, либо театр, либо и то и другое.
Выс:казывание р^Уд будет ложным, лишь когда оба высказывания д

будут ложными одновременно^.
Дизъюнкция имеет сле,дующую таблицу истинности:



Р
т
т
р
р

ч
т
р
т
р

руд
т
т

^т
р

истинно, когда хотя бы одно из высказыва
ний р, д истинно.

р^Уд ложно, когда оба высказывания р, д ложны.

На диаграмме Р - множество истинности 
высказывания р, - множество истинности 
высказывания д, а множество истинности вы
сказывания р\/д является множество Ри (), на 
котором истинно хотя бы одно высказыван^и^е^:

Упражнения
44. Определите, истинно или ложно высказывание рУд'.

a) 24 делится на 4, д: 24 делится на 6;
b) р^: -8>-5, д: 5<0.

45. Определите, будет ли высказывание рУд истинным или ложным?
a) р: Среднее арифметическое чисел 5 и 9 равно 7, 

д: Среднее арифметическое чисел 8 и 1-4 равно 10;
b) р:: 5+8 = 12, д: 6+9 = 15.

46. Пусть и = {х 1 1 < д: < 20, х 6 Щ}, 
р^: х кратно 3, д: х — простое число.

a) Изобразите на диаграмме Венна множества истинности выска
зываний р^, д\
b) Изобразите на диаграмме Венна множества истинности выска
зываний 1 -1р^; II рУд; IП рАд .

4'7. Пусть V = {х 1 1 < х < 12, х 6 2},
р: х - простое число, д: х делитель числа 12.

a) Изобразите на диаграмме Венна множества истинности выска
зываний р), д;
b) Изобразите на диаграмме Венна множества истинности выска
зываний I ->р; II рУд\ III ^А,д.

48. х: Сардор завтра пойдет на плавание;
у: Сардор завтра пойдет на футбол. Запишите кратко следующие вы
сказывания, используя логические связки х, у и —, V, Л:

a) Сардор завтра не пойдет на плавание;
b) Сардор завтра пойдет и на плавание, и на футбол;
c) Сардор завтра пойдет либо на плавание, либо на футбол;



49.
d) Сардор завтра не пойдет ни на плаваниX) ни на футбол;
e) Сардор завтра пойдет на плавание, но не пойдет на футбол. 

Запишите кратко следующие высказывания, используя логические 
связки -1, V и N:

a) Сардору нравятся мороженое и прохладительные напитки;
b) Сардору нравится мороженое, а прохладительные напитки ему 
не нравятся;
c) х - простое число, большее ^^; 
ё) компьютер не исправен.

50. Следующие высказывания опреде.тяют приблизительный распорядок 
дня Сардора:

Сардор рано проснулся; 
д/ Сардор съел на завтрак сметану; 
г: Сардор съел на завтрак суп;
5: Сардор на ужин съел плов; 
и: Сардор позанимался спортом; 
у; Сардор прочел книгу.

Выскажите на естественном языке (прочигайгх^):
а) с; Ь) 5; с) ц А и; й) г Аз; е) г V я; Г) и V v

8-9^ ЛОГИЧЕСКАЯ РАВНОСИЛЬНОСТЬ. ЗАКОНЫ ЛОГИКИ

Составим, используя буквы и символы логических связок таких, как от
рицание, конъюнкция и дизъюнкция, символическую запись более сложных 
высказываний естественного языка, при этом не обращая внимания на их 
истинность или ложность.

Высказывание естественного языка 

Отрицание:
1. Салим не дома.
2. Средства легко не изыскиваются.
3. Неверно, что Рашид прочел книг^у^.
4^ То, что Марьям в Бухаре - ложь. _ _

Конъюнкция:
5. Акмаль и Суннат - оба учителя.
6. Бобур, а также Ало занимаются спортом.
7. Бобур сильный, но Ало сильней его.

I Символическая 
I запись

“I S 
-1 М 
-пВ 
-.в

A\S 
В ЛА 
В лА



8. Футбольный клуб "Барселона" признан лучшим, 
несмотря на тр, что все медиасредства были против.

Дизъюнкция:
i' 9. Рано приедет либо на метро, либо автобусом.
|| 11. Этот вид спорта выбрал Бобур или Ало.

М^B

МУ А 
ВуА

Объединяя таблицы истинности для отрицания, конъюнкции и дизъ
юнкции, можно составить таблицы истинности для более сложных вы
сказываний:
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Пример 1. Составьте таблицу истинности высказывания р У -^q. 

А 1 ш^г.
Выпишем таблицу и заполним сначала 
первый и второй столбец всеми воз
можными значениями истинности р ид-.

2 шаг
Учитывая значения истинности д, за
полним третий столбец значениями 
истинности — д'.

3 шаг
Учитывая значения истинности ри-> q[, 
заполним четвертый столбец значения
ми истинности р У -'д:

р . я
т т 1
т р
р т
р

Р я
Т Т i
т р 1
р т ,
р ; р

т 1
Т ' р '
р т 1
р

р
т
р
т

F
т
р
т

ру-^Я

, рУ -^q_

ру-^д
Т
Т
Р
Т

Высказывание, являющееся истинным всегда, называется законом логики 
или тавтологи^еи..
То, что высказывание является законом логики, можно доказать при 
помощи таблицы истинности.

Пример 2. Докажите, что высказывание рУ —]з является тавтологией.



А Заполним таблицу истинности: р -'р
Видно, что высказывание р У при
нимает только истинные значения (см. т Ғ
третий столбец). Поэтому данное вы- Р Т
сказывание является тавтологией.

Т
Т

Если для двух высказываний соответствующие их значениям истин
ности столбцы одинаковы, то эти высказывания называются логически 
равносильными.

Пример 3. Докажите, что следующие высказывания являются логиче
ски равносильными и ~рУ-'д.

Л Составим таблицы истинности для высказываний -'(р^Лд) и -^р У 
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Так как у высказываний '(рЛд) и ^р У соответствующие значениям 
истинности столбцы одинаковы, то эти высказывания являются логически 
равносильными.
Мы будем, обозначать этот факт так: —(дрЛ^) = ^р У ^д.

Упражнения
51. Составить таблицы истинности высказываний^:
_ а) -^р Л д; Ь) —{(рУд}; с) -р У -^q-, с)р^У^.
52. Являются ли высказывания тавтологией:

а) —]р Л -^q-, Ь) (рУд) У -^р; с) р Л —(д?
53. Докажите логическую равносильность:

а)-^(0^рР=Р' Ъ^рАд=р;
„ с) р у (гр А д) =]^Уд\ с1 —(сд Л -^]?) = -^q Л (рУд).

54. Рассмотрим высказывания:
р: Сардор любит яблоки; д: Сардор любит виноград.

Выразите следующие высказывания средствами естественного язык^а^:
а) р У д; Ь) -С^р^Уд); с) -^р-, d) -р Л ^д.

55. Составив таблицу истинности, докажите логическую равносильность 
высказываний —(]р^<д) и —{р А -'q.



ИМПЛИК^^]ИЯ, КОНВЕРСИЯ,
1О-11 Ғ инверсия и контрапозиция

-'К-г- —
Импликация
Высказывание, образуемое из двух высказываний с помощью связки 

"если ...., то ..." называется импликацией этих двух высказываний.
Имп.аикация "Если р, то q" обозначается как p=^q и имеет также сле

дующие интхрпрхтации "Из р следует (вытекает) д", "Высказывание р 
достаточно для д ", "Высказывание ц необходимо для р".

При этом высказывание р называется достаточным условием для д, а 
выcказываних ц - необходимым условием для р.
Рассмотрим , например, высказывания

У Сардора есть телевизор; ц: Сардор (будет смотреть кин^о.
Тогда высказывание р => ц означает:
Если у Сардора есть телеви^з^о^р), то он будет смотреть кино.
Точно также р =» д:
Для того, чтобы Сардор смотрел кино достаточнее, чтобы у него был 

телеви^з^с^р).
Можно заметить, что высказывание р => q ложно, 

лишь когда высказывание р истинно, а высказывание 
д ложно, а в остальных случаях - истинно. Поэтому 
имеем следующую таблицу истинности:

Из высказываний и логических связок, не обращая
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на значения истинности, можно составить более сложные высказывания.

Пример и. Рассмотрим высказывания 
р. "Анора часто смотрит кинофильм^^";
<: "Барно часто смотрит кинофильмы "; 
г: "Барно не сдаст экзамен";
.у: "произойдет чудо^".

: Имеем:
) рА q-. "Анора часто смотрит кинофильмы, а Барно - не'т".
2. р=> -^(j: "Если Анора часто смотрит кинофильмы, то Барно нет^".
3. /?=>(/' V 5): "Если Барно часто смотрит кинофильмы, то она или не сдаст 

экзамен или произойдет чудо^".
4. (рЛ ~.s) => г. "Если Барно часто смотрит кинофильмы и при этом не 

произойдет чуда, то Барно не сдаст экзамен"..
5. ((^Лл) V г: "Либо Барно часто смотрит кинофильмы и произойдет чудо, 

либо Барно не сдаст экзаме^н^". "



Эквиваленция
Высказывание вида (ра^д) а (д^р) называется эквиваленцией 

высказываний и обозначается так: ра^с..
Запись ра^д читается как "в:^^^^^зывание р необходимо и достаточно 

для д" или как "высказывание р истинно лишь при выполнении д".

Пример 2. р: х - четно, д: последняя цифра числа х четна. Выразите 
высказывание радс[.

А Рассмотрим высказывание, радс^-. Если х- четно, то его последняя 
цифра четна;

да>р^-. Если последняя цифра числа х четна, то х - четно.
Тогда запись ра^д чи пае'гсс!, как "Для того чтобы число х было четно,

необходимо и достаточно, чтобы после,дняя его цифра была чепинй'. 
Теперь для заданных высказыванийр и д составим таблицу истинности

высказывания ра^д^-.
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Видно, что высказывание ра^д будет истинным, 
лишь когда высказывания р и д принимают одина
ковые значения истинности (то есть когда они оба 
одновременно истинны или одновременно ложны ).
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Упражнения
56. В следующих импликациях определите необходимые, достаточные

условия и выразите эти высказывания по используя слова
«необходимо», «достаточное»^:
a) если я не успею на утренний автобус, то я опоздаю в школу;
b) если температура снизится, то вода замерзнет;
c) если х > 20, то х > 10;
(3) если я забью гол, то наша команда может победить^..

57. Выразите высказывание р^=$д на естественном языке^:
a) р: будет солнечно,
b) р: число х делится на 6,
c) р: в холодильнике есть яйца,

д: я пойду купаться; 
д: х - четно;
д: Мадина приготовит торт^.



58. Составьте таблицы истинности высказываний:
ё) дл(р^^>д);
Ь) (р^=*д) =^~-р-

Ь)
f) (р^^()Л ~^р;е) ро -д;

с) (р^Уд^^^р;

59. Рассмотрим высказывания: р: шёл дождь, д: образовались лужи; 
Запишите высказывания в символической форме:

a) если шел дождь, то значит будут лужи;
b) образовались лужи, значит шел дождь;
c) луж нет; d) дождь не шел; 
е) если дождь не шел, то луж нет;
I) если луж нет, то дождь не шел;
§) если луж нет, то шел дождь;
Ь) для того чтобы образовались лужи, необходимо и достаточно, 

чтобы шел дождь.
60. Составив таблицы истинности, докажите, что ~р => д = р^Уд;

Р<=^д = (рМд^Ырр^д}.
61. Какое из высказываний будет логически равносильным высказыва

нию д =» р^‘.
а) р^^д-, Ь) -(} =>р; с) д =^-^р; ё) => ^д).

62. Какие из высказываний всегда истинны? Всегда ложны?
а) р^=>{-^^рЛд); Ь) рЛд => рУд- с) (р => -'д) У (-^i?=> д).

Конверсия
Комверсией высказывания р^=*д называется высказы
вание д=*р.
Конверсия имеет следующую таблицу истинности:
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Пример 3. Рассмотрим высказывания 
д): треуг^с^лъник
д: два угла треу^с^лъ^ника ра^в^н^ы,.

Выразите на естественном языке высказывание р=*д и его конверсию.

р=*д: Если треугольник равнобедренный, то у него два угла равны. 
д=>р'. Если два угла треугольника равны, то он равнобедренный . А

Инверсия
Инверсией высказывания р^=>д называется высказывание' '~р=(^д. 
Инверсия имеет следующую таблицу истинности:



Эта таблица совпадает с таблицей истин
ности высказывания д=^р. Поэтому конвер
сия и инверсия логически равносильны.
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Контрапозиция
Контрапозицией высказывания р=$д называется высказывание 
Контрапозиция имеет следующую таблицу истинности:
Эта таблица совпадает с таблицей ис

тинности высказывания {^=$д- Поэтому 
импликация и контрапозиция логически 
равносильны.
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Пример 4. Рассмотрим высказывание."Всх учителя живут поблизости 
от школы". Составим его контрапозицию^.
А Данное высказывание можно сформулировать так: "Если этот человек 
- учитель, что он живет поблизости от школ^^'\
Это предложение имеет форму р^=>д, где

р^: этот человек - учитель, д: этот человек живет поблизости от школы. 
Контрапозиция имеет вид:

"Если этот человек не живет поблизости от школы, то он не является 
учителем.

Пример 5. Рассмотрим высказывания:
р: Самандар находится в библиотек^е:, д: Самандар читает книгу. 

Составьте имликацию, конверсию, инверсию и контрапозицию.

р=>д
Конверсия
д=^,р
Инверсия
-'P=^-'q
Контрапозиция

Самандар находится в библиотеке, он читает 
книгу^.
Если Самандар читает книг^у^, то он находится в 
библиотев^е:.
Самандар находится не в библиотеке, но он не 
читает книг^у^.
Если Самандар не читает книгу, то он не нахо
дится в библиотеке^.

Отметим, что импликация и конверсия логически не равносильны, так 
как , например , Самандар может читать книгу и в классе. А

©



Упражнения
63. Составьте конверсию и инверсию^:

a) если Диера оденет джемпер, то она согреется;
b) если два треугольника подобны, то его углы соответственно 

равны;
c) если 2х- = 12, то х = ±л/б ;
<) если Алим играет, то он радуется;
е) если треугольник правильный, то его стороны равны.

64. Составьте контрапозицик^:
a) все розы имеют шипы;
b) все судьи всегда принимают справедливое решение;
c) все хорошие футболисты точно попадают мячом в цель;
d) когда жидкость наливают в сосуд, то она принимает форму со

суда;
_ е) если человек честен и образован, то он успешен.

65. а) Составьте контрапозицию высказывания "все ученики 10 класса
изучают математик^у^";

Ь) Пусть утверждение "все ученики 10 класса изучают математи
ку" истинно. Какие выводы можно сделать непосредственно из 
следующих высказываний: "Шавкат - ученик 10 классам"; "Ми
рислам не изучает математику"; "^(^ниер изучает и математику^,

_ и английский"?
66. Составьте контрапозицию высказываний:

a) число х делится на 3 => число х^ делится на 9;
b) если последняя цифра числа х равна 2 => х - четно;
c) АВСй - прямоугольник => АВ\\СЭ и АО\\ВС',
d) АВС - правильный треугольник =} /.АВС = 60°.

67. Пусть р: Дом имеет не более 3 окон, ц: Дом имеет дымовую трубку'. 
Тог,^:а р=>ц: Если дом имеет не более трех окон, то он имеет дымовую

]□[
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a) составьте конверсию, инверсию и контрапозицию;
b) в следующих случаях определите истинность-ложность импли 

кации, конверсии, инверсии и контрапозиции:
68. ' На диаграмме изображены IV - множе

ство слабоуспевающих учеников, Е - 
множество учеников 10 класса.
Заполните пропущенные места:

a) не существуют слабоуспевающих учеников
b) не суще(^'^1^;^ют...... ;^-ее1^1иков ))) 1^ласса;
c) если х 6 IV, тогда ..... ;
d) еслих ЕЕ, тогда  ;
e) как связаны перед собой ктнкшения с и d?

12-13^ ПРЕДИКАТЫ И КВАНТОРЫ

Предикаты и кваеторы
В некоторых предложениях участвуют переменные, при этом подставив 
вместо них конкретные значения, получим высказывания. Такие пред
ложения называются предикатам^и..

Пример 1. Пусть задан предикат Р(х'): > х'1 Определите истиеексть
или ложность высказываний Р(2), Р{ - ), Р(- -^).

ДЛ2):22>2 — истине^к^.

Р(- - )^ > - I - истинео. Д

В неккткрых предикатах переменную можно определить исходя из 
контекста.

Например, в предложениях "Этот писатель родился в Ташкенте" и 
"Он родился в Ташкеете) переменными являются слквоскчетание". "Этот 
писатель^" и местоимение "ое) скответственно. Если вместо переменной 
подставить значение '"\(3;д^лла Кадыри", получим истинеке высказывание 

Кадыри родился в Ташкент^е^". Если вместо переменной подставить 
значение "Шекспир", ^^^учим ложное высказывание "Шекспир родился в



Ташкент^^".
Обозначив переменную через х, вышеуказанные предложения можно 

записать в виде "х родился в Ташкент^е^".
В предикате могут участвовать одно или несколько переменных. В за

висимости от количества переменных, участвующих в предикате, будем 
обозначать его так: Р(х), Р(х,у), Р(х,^,г),.....

Используя совместно с предикатом специальные символы V (квантор 
всеобщности, "для всех ... ") и 3 ^^вантор существования, "^^ществует 
такой, что .... "), можно образовать новые высказывания

Например, новое высказывание вида ./хР^х) говорит о том, что для всех 
значений х верно Р(х)) высказывание вида ЗхР’(х) говорит о том, что значе
ний х верно Р(х).

К примеру, рассмотрим предикат Р{хU\ "х родился в Самаркандцев". Тогда 
высказывание У^,Р(х) читается как "все родились в Самарканде", а выска
зывание Зх^(х) - "некоторые родились в Самаркан;1с^".

Приведем примеры, в которых можно определить истинность-сложность 

высказываний вида '1/хР(х), 3хР(хU)■
Пример 2. Пусть .Д= {1, 3,4,5^}. Докажите истинность высказываниям:

Ух 6 D, х->л^.
А,. Проверим: 12>1, 2'2>2,. 3->3) 4->4) 5->5.
Значит, высказывание, Ух 6 Д, х->х истинн^о. А

Следует отметить, что для того, чтобы доказать ложность высказыва
ния Ух 6 Е, х->х, достаточно, привести пример хотя бы одного значения 
х такого, что высказывание х->x, ложно.

Действительно, пр^х= - (Л)-=Л^J..

Любое значение х, которое показывает, что высказывание VхР(хU ложно, 
называется контрприм^р^о^м.

Пример 3. Докажите истинность высказывания 3т е % т2=т.
А Так как 1-=1) то высказывание, 3т е 2 т2=т истинно.
Если же В={5)6,7)8}) то высказывание 3/и 6 Е т2=т ложно, ибо

52 = 25 л 5; 62 = 72 = 49^7- 82 =

I Приведем два важных закона логики, связанных с операцией 

отрицания: -^(3 хР(хUU= Vх(-l^Р^iXUUy (UхF(х))= Зх(^Р^(х)).
Для понимания смысла этих законов приведем пример.
Если запись ^(ЗлР(л'): означает У^(-|Р^(х)) "Среди моих одноклассников
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не существует отличк^u^I^е^E^", тогда запись означает логически равносильное 
ему утверждение "Все мои одноклассники не являются отличниками".

Точно также, формула -^(У^Р(х)) означает высказывание "Неверно, что 
все мои одноклассники - отличники ", а формула Зх(^Р(х)) означает логи
чески равносильное ему высказывание "Некоторые мои одноклассники не 
являются отлични^к^г^м^и^'.

Очевидно, что с помощью кванторов и предиката Р(х,у) можно построить 
зависящие от одной переменной предикаты вида^:

\/хР(х,у), УуР(х,у), 3хР(х,у), ЗуР(х,у),
из которых, в свою очередь, можно построить всказывания вида:

\/хЗ}^Р^(^^,у), 3уУхР(х,у), ЗхУуР(х,у), \/уЗхР(х.у),
УхУуР(х,у), УуУхР(х,у), ЗхЗуР(х,у), ЗуЗд^Р^(х,,у^).

В то время, когда смысл высказываний УхУуР(х,у), '1/у1/^Р^(х^у) и ЗхЗуР(л^,у^), 
ЗуЗхД(д^,у^), а также смысл высказываний '1/хЗ^^Р^(х:,у) одинаков, оказывается, 
что высказывания У^^уД(х;,у), ЗуУхР(х,у) не являются равносильными.

Рассмотрим, например, предикат Р{х,у): человек у - отец моего одно
классника х.

В этом случае УхЗуРСх,у) = означает высказывание "у каждого моего 
одноклассника есть отец"; а 3у'^у^Р^(^х:у) означает высказывание "^^ществует 
такой человек, который является отцом всех моих одноклассн^u^I^е^E^'\

Аналогично можно показать, что высказывания, ЗхУуД(л^,у), Уу:^,х,/^(л^,у) 
не являются равносильными (приведите примеры dамоdтоя^^е^^^^^ь^е).).

С помощью кванторов и предикатов можно построить и другие законы 
логики. Например, высказывание «Если все вороны черные, то ни одна не 
черная птица не является вороной ", служит примером закона логики вида:

Уг(А(х) =} В(х)) =} Ух (-1 В(х} =} -^Л(л-))
Упражнения
69. Выразите высказывания с помощью предикатов и кванторов:

a) некоторые птицы не могут летать;
b) некоторые писатели - не поэты;
c) некоторые насекомые не жалят;
d) все планеты имеют форму шара;
e) все военные - сильные люди;
О все хирурги - врачи;
§) все медведи употребляют мед;
Ь) всякий круг - плоская фигура;
1) некоторые кролики любят капусту;



70.

71.

72.

73.

j) некоторые книги интересны;
k) все матери ласкают своих детей.

Составьте отрицание этих высказываний
Попробуйте продолжить, если это возможно, высказывания:

a) никакое млекопитающее не может дышать жабрами. Сазан не 
может дышать жабрами. Сле,^|^1^;^^<^л^1^1^(^,... ;

b) у всех людей есть недостатки. Все короли - люди.
Следовательно ... ;
c) красные цветы не пахнут^. Этот цветок не пахнет.
Следовательно ... ;
ё) волки питаются овцами. Это животное ест овцу^.
Следовательно ...;
e) все планеты - небесные тела. Луна - не планета. Следкватель^^o...;
f) все металлы хорошо проводят электрический ток. Золото - 

металл. Следквательеo....;
g) все птицы несут яйца. Все птицы - позвкеочные животные. 

Следователе ь^ю)....;
Ь) если у человека высокая температура, то он болен. У этого чело

века высокая температура. Следователь^^о...;
l) если у человека высокая температура, то он болен. Этот человек 

не болен. Следоват€^ЛIJе^o....
Пусть Р(х;у)^: х - родитель;^. Выразите высказывания на естественном 
языке:

а) 32Р(х,2)^Р(2,у); Ь) Ух 3у Р(х,,у); с) 1/х Зу Р(^},х')-
Пусть Ғ(х,у): х считает у своим другом. Выразите высказывания на 
естественном язык^е^:

a) УхУур(х,у}^^1^((у,х); ё) У^ЗуР(у,>,х)\
b) УхЗуР(х(,у))\ е) 3'у';1хР(у,х)\
c) ЗуУх.Р(х,у^); f) 1/уЗд^Ғ(э,,у/); g) ЗхУуР(ух).-

Пусть целое число п делится на т. Какое из высказываний
истинно?

a) '1/т'1/^Р^(т^<п); ё) 3 пУтО{п,т''^',
b) \/пз^т^р^(т^п1^; е)
c) ЗтУпВ^^пггп'^^; f) 3тУпО(п,т'^,

Какое из высказываний истинно?
Приведите скктветствующие примеры.

а) Ух 6 К, Зу^ Е Е, х Q у^;

74.



b) существует число меньшее всех остальных;
c) если то ЗуУхР(х^,уU,.

ЗАКОНЫ ПРАВИЛЬНОГО МЫШЛЕНИЯ 
14- 15 * (АРГУМЕНТАЦИИ). СОФИЗМЫ И ПАРАДОКСЫ

В процессе познания действительности мы приобретаем новые знания. 
Некоторые из них непосредственнO) в результате воздействия предметов 
внешнего мира на органы чувств. Но большую часть знаний мы полу
чаем путем выведения новых знаний из знаний уже имеющихся. Чтобы 
научиться стройно и последовательно излагать свои мысли, правильно 
делать выводы, необходимо пользоваться законами логики. Определен
ность, непротиворечивость, последовательность и обоснованность явля
ются обязательными качествами правильного мышления. Законы логики 
устанавливают необходимые связи в последовательном ряду мыслей и 
умозаключений.

Суждение представляет собой форму мышления, в которой что-либо 
утверждается или отрицается о предметах, их свойствах или отношениях. 
Например, в суждении «Же.^|^:^<^-металл» утверждается связь между пред
метом (железо) и его признаком (являться металл^о^м^). В суждении «Вйцо 
появилось раньше курицы » утверждается связь между двумя предметами 
(яйцо и курицам). Так как суждение выражается в форме повествовательного 
предложения, причем суждение может быть либо истинным, либо ложным, 
то каждое суждение имеет форму высказывания.

У:м(^^^<^'ключение- это такая форма мышления, посредством которой 
из одного или нескольких суждений, называемых посылками, по 
определенным правилам получается некоторое суждение, называемое 
заключением^ или вы^воде^м^.

Пусть 5-совокупность исходных суждений (посылок^), Р- заключение. 
В этом случае, умозаключение имеет логическую форму вида 5=>Р. Со
вокупность высказываний 8 будем называть основанием, а высказывание 
Р— следствием. Основание и следствие будем связывать словом «следова

тельно» и отделять горизонтальной чертой: . Рассмотрим простой пример.

Если Собир занимается спортом, то будет здоров. Собир занимается 
спортом. Следовательно, Собир будет здоров.

Найдем логическую форму этого умозаключения.
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Пусть Собир занимается спортом; д: Собир будет здоров. 
Тогда умозаключение имеет вид:

р=>^
Р

основание

ц } следствие
Так следствие вытекает из суждений p^q и р, то умозаключение имеет 

следующую логическую форму (р=>д')Лр^>(ч.
Составим соответствующую таблицу истинности:

р Ч Р=*Ч (^=>4) Ар 0) =^<7) лр^ч

Т Т Т Т Т
т F р р т
р Т Т р Т
р р Т р Т

По.лучили тавтологию. Это показывает правильность умозаключения, 
то есть мы из данного основания получили правильное следствие.

Пример 1. Покажите неправильность умозаключения:
Если треугольник имеет три стороны, то 2+4=^7.
Следовательно, треугольник имеет три стороны.

А Найдем логическую форму этого умозаключения. 
р: треугольник имеет три стороны. 
q: 2+4=7

Имеем: t^^^q )
} основание

р )_____________
ц } следствие

Так как здесь из р^=>ц и р следует ц, то наше умозаключение имеет ло
гическую форму /?=}д^^/\(7=>/?.

Составим соответствующую таблицу истинности:

Р ч Р^^Ч (р=>4'} Л ч (р=*ч} л Ч=>Р

Т т Т Т т
Т р р р Т
р Т т Т р
р р т р Т

В результате мы не получили тавтологию^. Это показывает неверность 
умозаключения, то есть мы из данного основания не получили правильное 
следствие.



Ниже мы приведем некоторые правила п эавильных умозаключении:
П.н. Рассуждение Смысл Пример

1°.
Р=>Я

Р
Я

Если верно р, то верек и д. 
При этом р веғек. 

Uледквательнк, д верно.

Если я почитаю учебник, я по
лучу отличную оцен^у^. Я про
чел учебник. Следовательео, я 

получу отличную оценку^.

2°.
Р'Ч Если вернк р, то верек и д. 

Однако д ееверео. Следова
тельно, р тоже ееверно

Если я почитаю учебник, я 
получу отличную оценк^у^. Я 

не получил отличную опенк^у^. 
Следовательео, я не прочел 

учебник.

3°.
рлд

нР

Я

Пусть верно р или д. При 
этом р ееверео. Следова

тельно, д веғек.

Я либо прочту книгу, либо про
смотрю фильм. Книгу я не буду 
читать. Следовательео, просмо

трю фильм.

4°. д=^г
р=^г

Пусть из р следует д, а из д 
следует г. Тогда из р 

следует г.

Если будет солнечео, то я 
пойду на спортплоща^д^к^у^. Если 
я пойду на спорплощадк^у, то я 
буду играть в футбол. Следова
тельно, если будет солеечео, то 

я буду играть в футбол.

75.

Доказательство верексти вышеуказанных умозаключений мы оставляем 
учащимся в качестве упражеееия.

Упражнении
Рассмотрим умозаключени^е^:
Когда Али простужается, у него повышается температура тела. 
Температура тела Али не повысилась.
Следовательно, Али не простудился.

a) напишите логическую форму умозаключения;
b) докажите его правильность.

Напишите логическую форму умозаключений:
а) I /9=>д II рУд III рЛд IV p=^q 

-'7 ^р р ^р

76.
V p^q 

д^^р
^р q —уд р

В) составьте для каждого случая таблицу истинности и выясните,
какие из умозаключений правильные;

с) приведите соктветствующие примеры выражения средствами
естественнкгк языкам.



77.

78.

79.

80.

81.

Выпишите высказывания в виде умозаключения:
a) (рЛд) =} р-, с) (р => 4) А (д => р) => Cp<=>q);
b) (р=>4')Л =}р; d) (рл^д) => (^/^\/р).

Какие из них истинны?
Пусть р: х - простое число и д: х -^н^е^ч^етное число.
Какие из выводов сделаны правильно?

a) Если х - простое число, то оно нечетно, х ^г^р^остое или нечетное 
число. Следовательно, х - нечетное число;

b) х - нечетное или простое число, но не одновременно^, х - нечетное 
число. Следовательно, х - простое число.

Рассмотрим умозакл^ю^ч^е^в^ие^: чтобы участвовать в соревновании, 
Даврон поедет либо в Сингапур, либо в Гонгкон^г^. Стало известно, что 
Даврон едет в Сингапур. Следовательно, Даврон не поедет в Гонгкош;

a) при помощи таблицы истинности докажите, что это умозаключение 
неправильное;

b) объясните, почему оно неправильно?
Какие из умозаключений правильны, а какие неправильны:

a) Талиб в Ю,^0 пойдет либо в кино либо в театр. В ^^.00 Талиб не 
пошел в кино. Следовательно, Талиб в ^^.00 пошел в театр;

b) Если число х кратно 4, то оно четно, х - четно, следовательно, 
оно кратно 4;

c) Число х либо делит 30, либо делит 50. Следовательно, х делит 50; 
<3 Если последовательность не является арифметической

прогрессией, то она является геометрической прогрессией. 
Следовательно, последовательность является либо арифметической 
либо геометрической прогрессией;

е) Все мои одноклассники хорошо учатся. Махсум учится хорошо. 
Следовательно, Махсум мой одноклассника.

Продолжите умозакл^ю^ч^е^ния:
a) Кто-то из нас двоих сейчас зайдет на прием стоматолога^. 
q точно не зайдут. Следовательно ...;
b) Либо я пойду в школу, либо меня мама сильно будет ругать. 

Сегодня я точно в школу не пойдут. Следовательно ... ;
c) Если я верно решу задачу^, полученный мой ответ совпадет с 

ответом в учебник^е. Мой ответ отличен от ответа, данного в 
учебнике. Следовательно ...;

d) Если Генри женат, то его собственность унаследует жена. Если 
не женат, то его собственность унаследует брат^.



СледовательнO)его собственность унаследует ...;
e) Либо поезд опаздывает, либо его отменили. Если его отменили, 

то я сегодня никуда не поедут. Если он опаздывает, то я не смогу 
вовремя попасть на работу^. Следовательно, я ...;

f) Если 2 - простое число, то это наименьшее простое число. 2 - 
простое число. Следовательно ....

СОФИЗГ^Ы и П/CPЛ^Д((KdЛЫ
Софизл^ьо т ырс^и^с^т^ав^^^кд- о^обол ноеднамеренные, сознательно совер- 

шасС^ы^е изМ^ы, рп^А^итд^н^ые ы то, чтобы выдать ложь за истину, тем 
самкам 1^в(^м^я -^eл(^I^(^;^г^ а в^a^^лyжаeайe.

е^^^^им перв:^!?^ coбтвeт(^тв;ающиe об^и мс^рда г^pложп з^ат(^^^^:ик Г^l^- 
сон, ^И1^шдй чз 5 веке до а^г^тпжд эни! в Древней Греции. Например, Зенон 
«дока:^£^;^», что ^ьв^иpoI^(^аг^iе гdбдул^п I^ипр^е^н ры доривел н^^^op(^rгипвyэD 
чаpeпaидш^ей и в н£^^^^^лд движ<^]^ия[ ынв D£^?^(^^^I^^^cя рееииди .0^о^ь^J^неьa. Э^н^и- 
вд,^|^м ало еaбаyб^^^^г^ь^с^. сГепyл^]^^5, Э^xнипаг (аен^ид о? 10 j^a- е^г^сь’^]^^^^, в^с^м 
черепаха, э леxддI^■^(^аI эо:^£^;^и ю^ия нг^ ]аеoетадеби в ^^р эдигА^. ^гл эс :дpeр^е, 
вэ ;^<^тoIгоe а^с^^лз^е^е- еpoD(^с^^d pлcе’^(^^^ниe, ие]бeдa-^a р? ту ьэc^pч^^н
пэр^^а^зат 1 0 Iuадеб

П^с^ аэeлзи^<^ :^<dе^^аe Э^>^е^ллба п[^(^^бм^I^н' 10 п^е^ьэ^о, зеpвпl^xи е pс^п<ьJ^:з^а
1 и тшс г^од[ee. Процесс будет длиться до бесконечности, Ахиллес

так Ззш^овдэ и не дolб^n^аг чАхиллеу
П-жмгpеI эвяп^]^1^1 эс поудэт дли lЬсcедаe^^^паoи ч- мdг^жeлз^е,

топые п^с4^^е бое до^с^е 'ебlпэд^^e х а)aзвитии физики и математики.
Пр^с^т^с^р^ые эоо^н^омв! е^оиждоон в п^]^^^е И!^^^ а^оэ^,^;а ст^и ой ;^aт^и1 ои.^^ ki^is 

боди^чеи^^l^e^н оолг^ I^(^pена( э ^НЭн Да^^^(^, 'и еaке^(т ки и виат^е^иег^•^(^тI в произ- 
вeдн^l^яб lДиее-^с^.

:б^е^(^^^'^г^<^lн о^е^c^етeс^ьане прИбоеы юо cофопи^I о -^бд;dбPм аю.
ГOо)твхep а. аOедa пропали 1000 сум? Три друга отобедали в кафе, после 

чегс редпд^ен^о ьоdl е^й^ (^i^eT ауо. Ка^диш lса тене т^]pyзeй достал
по куп^и^^е^ в 1 ООу^^ спм, п i^-^ou^ они у^тдаТр oДра^г^aата -^е^;^(^(T свм. На ооd5э 
чЭ^г^цаa^'е еаобл Олои^ суч (Генеe 5000 иl^н еупа^ж^^^^й . теp;^^^^^з^ с^ьаее^ пд -б05 
^^м ао(^M[ э в cта00^и-^аи 2Д еlб ог^эе l^-^дабд e^l^y^^y иц еао(^:а. Од00 м^рузе й да^па 
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расчеты сделаны невернк. Действительно, трое друзей сложились по 9000 
сум и получили 27000 сум. Из этих денег 25000 сум заплатили за обед, а 
2000 сум заплатили за такси. Следовательно, общая трата составила 27000 
сум. Те 2000 сум находятся внутри 27000 сум.

Пример 2. "2-2=5”: Упростим верное равенство: 20-16у-4=25--20-5
2(1^^8-2)=2^^20-5
2-2-(5-4-1^=5-(5-4-1)
Сократим левую и правую часть последнего равенства на общий 

делитель (^-4-^1). В итоге получим равенство 2-2=5.
А Основной «подвох» в этом рассуждении заключается в том, что мы 

поделили обе части равенства 4—1^^5’(^—4—1;) на нуль.
Парадокс^ - странное мнение, высказывание, расходящееся с общепри

нятыми мнениями, научными положениями, а также мнение, противореча
щее здравому смыслу^. Сам термин «парадокс» использовался в античной 
философии для обозначения всякого странного, оригинальнкго мнения.

Парадоксы, обычно, возникают в теориях, логические основы которых 
не определены полное.

Пример 3. Парадокс лжеца. Рассмотрим высказывание "То, что я 
утверждаю сейчас - лож^ь^".

А Если это высказывание истинно, значит, исходя из его содержания, 
верно то, что данное высказывание ^лож.ь. Но если оно ^ложь, тогда 
неверно то, что оно утверждает, то есть утверждение о ложности данного 
высказывания невеғео, значит, данное высказывание истинно. Таким 
образом, цепочка рассуждений возвращается в начало.

Пример 4.
Прилагательное русского языка назовем рефлексивным., если оео 
обладает свойством, которое определяет^.
Например, прилагательное «русский» - рефлексивное, а прилагательное 

«английский» - нерефлексивное, прилагательное «трехсложный» - рефлек
сивное (это слово состоит из трех слогов), а прилагательное «четырехслож
ный» - нерефлексивное (скстоит из пяти слогов). Вроде бы ничто не мешает 
нам определить множество {все рефлексивные прилаг^а^т^е^ль^^ьи^}. Но давайте 
рассмотрим прилагательное «нерефлексивный». Оно рефлексивное или нет?

А Можно заявить, что прилагательное «нерефлексивный» не является 
ни рефлексивным, ни нерефлексивным. Действительно, если это слово 
рефлексивное, то по своему смыслу, оео нерефлексивное. Если же это 
3 От древеегреческкго лараЗофо; - еекжиданеый, странный.
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слово нерефлексивное, то, в силу того, что оно обладает свойством, которое 
определяет, оно является рефлексивным. Противоречие. Д

Тб" 18^ р кипи ие задач

Задача 1. Два взаимно пересекающихся множества А, В делят универ
сальное множество на четыре части:

А Следовательно, число элементов универсального множества явля
ется суммой количеств элементов этих частей.

На следующей диаграмме мы заключили известные количества 
элементов частей универсального множества в круглые скобки:

Здесь, например, обоим множествам А, В принадлежат 4 элемента, а 3 
элемента не принадлежат ни одному из них.

Так как произвольный элемент множества U, принадлежит только 
одному из этих 4 частей , то число элементов множества U равно 
7+^^-^(^6^3=220^

Задача 2. Используя рисунок, найдите число элементов следующих 
множеств:

а) Р, Ъб';
d) Множество элементов, принадлежащих Р, но не принадлежащих (3;
e) Множество элементов, принадлежащих {9, но не принадлежащих Р;
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f) М.ножеdбдо э5енеобоД) не ориоадлежащох ни Р, ни 0. 
л(Р)=7+3=10; Ь) >=7+4=11; с) п(Р

d) п(Р, оо не 0==^7\ е) «{(0, оо не Р)= 11. Д

Задача 3. Если «({^^=50, е(N)=14) п(В)= 17 и о(N П 5), то
a) Найдобэ «(N и В).
b) Сполько э5енэобов содержит нножесбда элемеотов, оронадлежащох 

А, оо не орооад5ежащох Ви
А Сосбадон доагданна Венна:
Из того, пто п(А П В) =Ь; п(А) следаеб из п(и) а+Ь+с+с^'=30;
С5едовабе5ьоO) Ъ^^, а=8) d=11) d^^).

82.

Из доагданны оолупоен слэдующсе:
a) п(А D ВU=а+Ь+с=-5;
b) Число Э5енеотоB) оринадлежащих А, оо не прооадлэжащох В, 

равно о=8 А

Упражнения
Исоо5ьзая доагранна) оаOдобэ посло эленэотод ноожества: 

а) В; Ъ) а; с) А U В',
d) Моожэсбдо э5енеобоB) оронадлэжащох 

А, но не одонадлежащиз В;
э) Моожэсбво Э5енэнтоB) принадлсжа- 

щих В, оо не орооадлэжащох А;
3) Моожестдо э5енэотоB) нс 

одонад5эжащох ни А, ни В.
а) х:; Ь) X П У; с) X и У; 
d) Моожестдо элэнеотоД) оронадлежащох 

А, но не одооад5ежащиз Y;
э) Моожэстдо э5энеотоB) оронадлежащох 

В , оо ое одооад5ежащих Х^;
Г) Моожесбдо Э5энэотоB) ое орооадлэ- 

жащих ни X, ни У.

83.



84. Найдит^е^: 
а) п(В);
с) п(А n Ву,
е)и((.4П^)');

Ъп(А');
(^) п(А U 5);
f) п((А U В)').

85.

86.

87.

Пусть п(и)=26, п(А)=И, п(В')=\2 и п{А П В)=8:
a) Найдите п(А и В);
b) Сколько элементов содержит множество элементов, 

принадлежащих В, но не принадлежащих А1
Пусть п(и)=32, я(А/)=13, п(М и и «(М П N)=5•;

Найдите: а) я(1V); Ь) п((М и N)").
Пусть п(1Г^^50, п(8)=30, п(К)=25 и «(А и ,^')'-48:

a) Найдите «(Л П 5);
b) Сколько элементов содержит множество элементов, принад

лежащих 5, но не принадлежащих К;

Пример 4. Из 27 учеников, посещающих спортивную секцию, 19 
имеют темные волосы, 14 - черные глаза, а 11 имеют и темные волосы и 
черные глаза одновремеено.

a) Изобразите эту информацию с помощью диаграммы Венна. Объясните 
ситуацию.

b) Найдите число учеников, которые I имеют или темные волосы или 
черные глаза; II темеоволксых, но не черноглазых?

Д^^) Пусть Qs - множество темеоволосых, а ()к множество черноглазых 
учеников.

Изобразим ситуацию на диаграмме:
Имеем:
а+Ь+с^+^(1=2'1; а+Ь=19; 6+с=14;

V

( («) ((с) )

То есть,
Ь=11; а=8; с=3; б1=5.

V

Ь) Используя диаграмму, определим следующее:
I кол1^'^|^(^т^1^о уо ei^if^:^(^j^, еюп^их их и темнын ыолос^!^! и чepl•^l^Iе

и(б* П ^^)=8+)^^3=22;



88.

89.

II колЕо^еичвс 'гсмlем^oJIoе^ьос ы'чение^ов, о^е, о15лодаа^)а1^их иерньрни п^аг 
зами: n{Qs П А.

Упражнения
Из 41 наена секции бадминтона 31 наен играет индивидуально, 
а 16 - в паре. Сеольео членов играют и индивидуально, и в паре?
На предприятии трудятся 56 рабонич. В течение одной недели 47 из 
них работали в дневную, а 29 - в ноннуи смену?. Сколько рабонич 
работали и в дневную, и в ночную смену?
Используя диаграмму Венна, покажите, 
что равенства 
п(А П В 02 п{А')-^г((А П В), 
п(А' П В)= п(В')-^п(^А П В) верны.

Используя диаграмму Венна, 
покажите, что равенство 
п(А и В) 2 п(А)+п{В)^г^(А П В) верно.

немецкии.

91.

92. I Из 50 студентов 40 изучают английский язык, а 25 
1 Сколько студентов изучают оба языка?

Задача 4. На футДольном соревновании город представляют три команды 
А,, В и С. 20 процентов населения города Дольют за команду А, 24 процента 
- за В, 28 процентов - за С. 4 процента жителей болеют и за С и за А, 
5 процент, жителей болеют и за В и за А, а 6 процентов жителей болеют 
и за В и за С. Кроме того, 1 процент населения болеет за все три команды. 
Сколько процентов жителей:

a) болеют только за команду А;
b) болеют и за А и за В, но не болеют за ЕомандуС;
c) не болеют ни за одну из команд?
2\Заполним для начала соответствующую диаграмму Венна.

а=1, так как 1 процент жителей болеет за все 
команды.

а+с1=4, так как 4 процента жителей болеет и 
за А и за В.

а+Ь=6, так как 6 процентов жителей болеют 
и за В и за С

а+с=5, так как 5 процентов жителей болеют



и за В, и за С.
Следодате5ьнO) 3, 6=5, с=4.
В результате получин доагранму:

Кроме того, так как 20 процентов жителей 
болеют за команду А то g+1+4+3=20, то есть 
g=12.
Топно также, так как 24 проееоба жобе5эй 
болеют за поноода В, то е+-+5■+3=-4) то есть 
е=15.

И наконее) так как 28 проееобод жибелэ0
болэмт за команду С, то то есть /^^18.

В сола того, что оаdэ5эноэ города сосбав5яеб 100 ороцэотоД) чосло 
жотэлей) которые не Оолэют ни за одну из поноод равно А=42.

Пэрейдэн к рэжэоою еадачо.
а) зaкео^пда- еИлао5о, т'oo-'аа■гд■сбdкдцмю а^итиитс^, бoлeа^]^мм еaнт^с^л ка

93.

b) колопэстдо жобелэ0) которие болеют и за А^, и за В, оо нэ 0олеют за 
команду С, равно -^■+3+15=30;

c) ко.5ипэстдо жителей, которие нэ болемт ни за одну из конаоД) равно 
к=^^2.^^
Упражнения

58 участнипод меиданародной коофереоции владеют раеоыме 
языканИ) в часбоаdбИ) 28 участноков - арабскоH) 27 - китайскиM) 
39 - аоглийскин.
Сколько участнекод

a) владеют только кобайскон;
b) ос владеют ни одним из дижеакоеоооиз языков;
c) не дладеюб ни арабскоM) ни пего0спен?

Составьте отроеание высказыванов:
a) солнечно и иадпо;
b) если будет бееа05ачоO) то я ооOда оо речку;

94.



с) дождь не идет;
ё) я либо буду готовиться к контротьной, либо не смогу ее 

хорошо написать;
о) некоторые ученики татантлиуы;
f) все учоники тала^нтливы;
g) нет талантливых учоников;
Ь) у еекоторых учоников глаза голубые.

Запишите высказывания с помощью зеакоу логичоских связок 
(95-^104^):

95. Если учоник усвоит математику^, у него будет развито тогичнское 
, мышление.
96/1 Если я усвою математику и иностраеный язык, то я буду отдыхать
___ либо дома, либо в горах.
97^ Неверно, что начались каникулы.
98. Если человек с юношеского возраста способен управлять собою, то 

/^1 окружающие не будут его егнорировать, а будут ого уважать.
99. Если через металл пропустить электричоский ток, то его температура 

повысится.
Я00. Он поедет либо на такси, либо поездом.
1101. Для изготоуления этого изделия использовали либо черный, либо 
1 цветной металл.
102. Для начала каникул достаточно оккнчаеия четверти.
103.1 Для начала каникул необходимо оккнчанин четверти.
104. Для начала каникул необходимо и достаточно окончанин чотверти. 

Запишите высказывание при помощи тогuческих связок. Опредетитн
- истиееость или ложность (105-^117^):

105. Если человек психически ннздороу, он но узнает своих близких. Этот 
человек психически нездороу. Слодоватольно, что он но узнает своих 
близких.

106. Если я тебе поверю, ты меня обманешь. Значит^, если я тебо не буду 
верить, то ты меня не обманешь.

107. Завтра мы посетим либо театр, либо музей. Если мы пойдем в тоатр, 
то домой мы придем затомно. Если пойдем в музей, то домой мы 
придем пораньше. Однако домой нам поздно возвращаться нельзя. 
Значит мы пойдем не в театр, а в музой.

108. Если он - отнц Алишпра, то он не может быть отцом Мурада. Новерно, 
что он отец и Алишнра и Жамшида. Оказалось, что он отнц либо 
Жамшида, либо Мурада. Слодоватнтьнк, он не отнц Алишера1.



109.

110.

111.

112.

113.

114.

115.

116.

117.

118.

.а

I

Если сейчас зима, то температура будет низкой. Если сейчас не осень, 
то значит, сейчас зима. Сейчас осень. Следовательно, температура 
не будет низкой.
Если Пулат не будет любопытным, то он не сможет стать журналистом. 
Если Пулат будет журналистом, то он не будет унитеаем. Пулат очень 
любопытен, и в то же время он не учитель. Следовательно, Пу.^^^- 
журналист^.
Если идет дождь, то небо покрыто тучами. Если туч нет, то соаиьчно. 
Несмотря на то, что идет дождь, солнечно. Следовательно, если 
солнечно, то небо не будет покрыто тучами.
Если Мурад еще раз превысит скорость, у него заберут документы на 
право вождения. Если Мурад сядет за руль в состоянии опьянения, 
то он не превысит скорость. Сегодня Мурад не пил и не превысил 
скорость. Следовательно, сегодня его документы не заДерут.
Не знающие таблицу умножения считаются безграмотными. Не 
знающие алфавита тоже считаются безграмотными. Он не знает либо 
алфавита, либо таблицы умножения. Следовательно, он безграмотен 
Если он прав, то я должен у него попросить прощения. Если я прав, 
то он должен у меня попросить прощения. Кто-то из нас обязательно 
попросит прощения. Следовательно, один из нас прав.
Либо я пойду в шЕолу, либо меня мама сильно будет ругать. Сегодня 
я точно в школу не пойдут. Саедоватеаьно, меня мама сильно будет 
ругать.
Если я верно решу задачу, нолнньнний мной ответ совпадет с ответом 
в учебнике. Мой ответ отличен от ответа, данного в учьДние^ь. 
Следовательно я решил задачу неверно.
Либо предмет не сложный, либо ему хорошо учат^. Если предмет не 
сложный, то я его усвою. Если предмету хорошо учат, то я его тоже 
усвою. Значит, в аибом случае я усвою этот предмет.
При помощи таблицы истинности определите тип высЕазывания. 
Приведите примеры средствами естественного языка.

a) р V ч => р V ч; б'.ЛРУ ч => -^<1 А р\

b) р ^лч V = ч); е)р^(д^р) а (Т? V
c) -i(g =» ^р) А -,д; 0 ^(р Л ч? Л (ц = р) А (р =* 4} А (р А ч\

Напишите высЕазывания, пользуясь логичвскими связками. Опреде
лите истинно или ложно висЕазиванив (119-130).



119.

120.

121.

122.

123.

124.

125.

126.

127.

128.

129.

130.

131.

132.

133.

Все дельфины - млспаооmоюшис. Ни одна рыба - нэ млекопитамщее. 
С5едадабельо0) ни одна рыба - не дельфио.
Все кододы - млэкооигом)шое. Каждая поьова ест сено. СлэдодотельнO) 
оекобарые млекооотающое едят сено.
Некоторые стадеоты работаюб и оэкотаьые студенбы харошо ачатся. 
Ы5едодабе5ьоO) оепоторые хороша апащоеся студенты работают^. 
Все металлы - твердые вещество. Рбабь - нетолл. СлэдодательнO) 
ртуть - бдердае вещеdтдo.
Ни одио металл - ое газ. Некоторие вещество - неталлы. ЗнапиT) 
некоторые вещества ос газы.
Все металлы хоражо орододяб тепл^о. Все неталли зорожо проводят 
электропеdтво. СледодабельоO) некоторые элекброчеdпие ороводоики 
зарожо оровадят тео5о.
Некободые нужчоны - мабенабипи. Некоторые мабемабоки - 
фолософы. СледодобельоO) нскоторис фо5ософы - наипооы. 
Некоторые альпиоисты Oесстрошны. Некоторые альпинисты - 
нажчооы. СлсдоватсльнO) оскоторие нажчиоы Oесстражны. 
Некоторые ученые талаобливы. Непатодые баланб5одые люди - 
краснореподы. ЗоочоT) некоторые красноречидые люди - ученые. 
Все апотеля онастроноыз языков зоража еоают оностданоыO язык. 
Некотодые) зорошо знающие ооосброноиO язык, не любят мабсмат^е^па^. 
СледодательоO) оекоторые, любящие набематопу) не ореподаюб 
ооосбдаооый язык.
Все кронаоьонцы агреdсовны. Ни одио неандерталец - ое кронооьоосц. 
Следовабе5ьоO) ни один неоодсдто5се не агрессивен.
Некоторые млекопобающие - кобы. Все киты - пдаооыс животные. 
С5едовабельнO) некотодыс крупные жодатоые - млепооотающос. 
ПрочобаOте текст и оOсудибс ситуацию (131-^13^^): 
Философ-кробянон Зооменод утдедждоеT) пто все критянс годоряб 
только неоравда^. Прав ли Епименид?
Платоо: Все, что гадорит Сокраб - ложь.
Ыокраб: Платон сказал непро^вд^у^.
Кто спаеа5 орадда?
На о,дноO стороне 5осба бунаги ооооd•оос^: "То, пто наоосано на друтоO 
стороне Oанаго - ложь ". На другой стороос лоста бамоге написано: 
"То, что оаоосано оо другой стороне Oуного - ло^1э". На какой стороне 
Oамаго оаоосаоа правда?
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Знаменитый фетксоф Протагор взялся обучать Эватла бесплатно 
правую. Однако они составеле договор, заключающийся в том, что 
если Эватл выиграет свое первое судебное заседание, то он заплатит 
Протагору некоторую сумму деннг^.
После окончания обучения Эватл не выходил еекоторон время на 
работу^, В результате, было не ясно, будет ли Эватл участвовать на 
своем пнруом судебном заседаеии. Поэтому Протагор подал в суд на 
своего ученика. Приведем отрывок из судебного процессам: 
Протагс^р). Этот парень должен заплатить мне в любом случа^е^. 
Дейстуитеть^^о, если он выиграет в этом суде, то он заплатит мне 
согтасео догоуо^р^у^' Если проиграет, то он мне заплатит согласно 
решению суда.
Еват^л. Я ничого но дам Протагору^! Если я выиграю этот суд, то в 
качестве победившнго я ему еечего не должен буду платить. Но я 
даже готов проиграт^ь^! В этом случае я ему не буду платить согласно 
условиям договора.
В этом интересекм предложении всего семь слов.
Это предложееее читать запрещено.
Некоторый четовек, продавая попугая, убедил покупателя, что его 
попугай, услышав тюбке стово на любом языке, тут же повторит его. 
Однако куптенеый попугай не произнес ни единого слова. Известно, 
что продавец но солгал покупателю. Как такое может быть?
У Доеенра больше 1^00 книг^.
Нет, у него меньше ^^00 книг^.
У него есть, по крайний мере, одна книга.
Известно, что из этих трех высказываний рквео одно истин^о^. 
Сколько книг у Дониера?
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Задания на Еонтроеьнню работу 
Вариант I

Пусть и^= { х | 0 d х d 10, х G Z},
А = ^^се четные числа между 0 и 9},
В = {^i^'^;^;ғааьные делители 18}.
Найдите элементы множества А П В. 
Перерисуйте диаграмму в тетрадь и 
отметьте множество М П N.

ф Рассмотрим высказывания х—чьтнов число, д: х делится на 3. 
Выразите следующие высказывания средствами естественного 
языка. При каких х они истинны? Ложны?

а) ^Т?; Ь^2><? с:)р)^>^(7.
Какие из высЕазываний логичесЕи равносильны?

а) р^^^д и ро^-лр)-, Ь) р^<^(д и (рЛд) А р.
Напишите логuньскую форму рассуждения. Проверьте его 
правильность. Если будет оДаанне, то я надену свою шляпу. На 
небе облака. Саедоватьаьно, я надену свою шая^lу;

Вариант II
Пусть ^^={т10<х<10,хе2},Л 2{все четные числа между 0 и 
9}, В = ^^i^'^;нpааьныь делители 18}.
Найдите элементы множества (А П Ву.
Перерисуйте диаграмму в тетрадь 
и отметьте множество М П /V'.

ф Рассмотрим висказиIвания х — четное число, д: д делится на 3. 
Выразите следующие высЕазывания средствами естественного 
языка. При каких х они истинны? Ложны?

а) рМд-, Ь) -прЛд с) -лр=^-^д.
Какие из высказываний логинесЕu равносильны?

а)-1 (р/\д) и -лрМ^д\ Ь) и д=$р.
Напишите аогинесЕую форму рассуждения. Проверьте его пра
вильность. Все учителя увлекаются наукой. Муаззам Алимова 
не учитель. Значит^, Муаззам Алимова не нваекаетdя наукой.

5.



Глава II

19«^ ПРОСТЫЕ И СЛОЖНЫЕ ПРОЦЕНТЫ

Кагда определенная сунма дается в долг, еаимодавец (кредитор, иове
стор) и берущий в долг Cеоеншок) договариваются о погашенио долга часбв- 
ни в течении определеноого оероода дремено (продолжительности зоOм^i).

Кроме того, заемщик абязуетсв дыплачидать кредитора процеоты - до- 
полнотельние денежоие сдедстда в качестве вознаграждения.

Ясоо, что денежноя саннО) диолачиваемая кредитора заемщокоM) за
висит от суммы долга, пероода дыолабы этого долга, а также ороеентноO 
сбавпO) наеначенной кдедотором с целью оолучения дополнительной вы
годы (дозада^).

Для вичисленов одоееота кредотора абычно применяют два соосабо:
метод простях процентов и небод сложных процент^о^в.
Простые проценты

Простые проценты - это проценты, начисленные только на сумму 
первоначального долгс^, независимо от срока продолжительности зай^а.

Росснотрим слачоO) когда 2 KKK KKK сум деяты в долг сроком на 3 года 
под 17% гододиЗ) (то есть с оOвеательствон дыолачодабь проценты по стадпе 
просбыз ороцеобоB) ьаднаO 17'% в год).

Тогда после оердаго года необзодима допалнительно выплотиг^ь:

• 2 KKK KKK сум, а после трех лет — •'2 KKK 00^-3 = 1 020 000 сум.

В общем случае инееб место соотношеоие) называемое форму5о0 ора- 
стых ороцеобод:



1=
Сгп
Юо’

Здесь С — первоеачатьеая сумма долга, I - выплачиваемый кредитору про
цент, г — годовая процентная ставка, п - число лет..

Пример I. Заомщик взял в долг 8 000 000 сум под 7% годовых на 18 
мнсяцеу. Вычислить процент, который необходимо выплатить заемщик^у^.

А С = 8000000, г=7, п=U = года.

Сгп 8000000-7 1,5 Слндовательно, 1=---- --------------------
100 100

840 000 су м.

Пример 2. Кредитор назначил пропентеую ставку в 8%о годовых. 
Предприниматель у тнчнние 4 лет возвращает заем и при этом платит 
за пользкуаеие капиталом 1600 долтаров США доnотеетнт^.ео. Какая 
сумма была взята у долг предпринимателем?

/чПо формуле простых процеетов

1= , здесь 7=1600; г=8; п=4.
100 
С-8-4 

100
Слндквательно, ^^00

Отсюда С=5000 долларов США,

Пример 3. Банк выдал кредит 4000 долларов США. За 18 месяцев 
банк получил доход 900 доттаров США. Чему равна годовая процентная 
ставка?

^П^о формуле простых пропентов
/= —, здесь 1=900; «=18 месяцев =1,5 года, С=4000.

Слндовательео, 900 

Отсюда, г=)5%. А
4000■г-15 

100

Пример Первоначальная сумма кредита равна 2000 долларов США. 
Через енсколькк лет было выплачено 3000 долларов США и долг был 
погашен. Найдите, сколько лет погашался долг, если кредит был выдан 
под 12,5% годовых?

АКредитор получил 30004^^^)^)^=^1000 долларов США дохода.
По формуле простых процентов

Сгп
100

здесь ^=1000; С=2000; г=12,5.

©



2000-12,5 -п
Саедоватееьно, 1000 =------—-----

Отсюда/ 4 года. А
Сложные проценты

Сложные проценты по кредиту - это способ расчета процентов, при 
использовании которого они нанuсаяются на первоначальную сумму долга, 
а также на прирост долга, который нанuсаен уже после первого нанuсльния 
процентов. Для понимания метода саожныч процентов перейдем е оДсуж- 
дению следующего примера

Пример 5. Пусть кредитор дал в долг 6000 долларов США сроком 
на 3 года со сложной процентной ставкой 8% годович, то есть каждый 
год пол.уньнный годовой процент в 8%о вновь дается в долг. Какой доход 
поаннит кредитор?
А Учитывая вышесказанное, винислuм сумму, выплачиваемую 
допоанитеаьно каждый год:

Год Долг (1)
Выплата по j

Баланс (1) + (2)
процентам = — (2)

1 $6000,00
$6000,00- — ^>‘^■480,00 

' 100 ' $6480,00

S 2 $6480,00 $6480,00- — -1=2$518,40 $6998,00

: 3 $6998,00 $6998,00- у^-1^=^^559,87 $7558,27

Саедоватьльно, для того, чтобы погасить долг перед инвестором в 6000 
долларов США и выплатить все проценты, необходимо 7558,27 долларов 
США.

При этом кредитор получит доход, равный $75^^18,27 - $6000 = $15/58,2^7. 
Этот доход называется начисленными сложными поцентами. Ж

Видно, что полученный доход равен разности полунвнного в последний 
год баланса и первоначальной суммы долга.

Метод сложных процентов можно применить, разбив период времени 
на полугодия, кварталы, месяцы и дни.



Пример 6. Пусть су.нно ^^^00 долладод США дана в долг на год по 
годовой сложной ороцентоо0 ставке в 6% . При это предоолагаетdЯ) что 
год рае0от оо кварталы. Кокой доход оо5апеб кредотор?

А
Сгп

Квартал Долг (1) Выплата по процентам = Баланс (1) + (2)
(2)

1 $^^000,00 $10000,00- — --^=^^150,00
100 4

$10^50,00

1 $10150,00 $10000,00- — - — =$152,25 $10302,25
100 4

3 $10302,25 $10302,25- — -1-^^154,53
100 4

$10456,78

4 $10456,78 $10456..,78- — --^^^156,85 $10613,63
100 4

С5едодательоO) чтобы оогасить долг в ^^000 долларов США оажно 
дыплатоть в бепеоое года -{613)63 долладов США .

При этон кдедитод оолапот доход 613,63 да5ларов США.
Если в этон слапае долг был выдан на оеспа5ько лет, отогавый баланс 

выпос5яебся следующим оOраес^н^:
А = С(1+—)",

Здесь А - отоговый баланс, С - первоначальоый долг, г - годовав про- 
центоая ставка, п - посло лет?.

Если долг был дао оо п лет, прочен выплоты ороцентов пдоиеводябся 
к раз в году ^^аодонер) в паждом полагодио, квартале, несяее и т.д.), то 
общая вып5аповаенав сумна (итоговый балаос) выпосляется по форнулс^:

А = С(^^^)ь.
V 100*

В обоих с5апавX) начисленные сложные проценты- вычесляюбсв по 
форналс^:

1= А-^
Fежон пдонер 6 , ооиравсь на эту форна5а:

Ы=10000) г=6, п=1, к=4.

А=С^-( 1+^^^^^ ^^^00-(1+7-5^ Л ^^=1({613)64.
1 иий юо



Следовательно, чтобы погасить долг в U^^00 долларов США, нужно 
выплатить в течение года 10^613,63 долларов США .

При этом кредитор получит доход 613,63 долларов США.
Если вкладчик помещает в банк С сум, который выплачивает ему каж

дый год проценты по ставке простых процентов, равной г, то через п лет 
пг

банк выплатит вкладчику общую сумму, равную Яй=С(1+—).

Если вкладчик помещает в банк С сум, который выплачивает ему 
каждый год проценты по ставке сложных процннткв, равной г, то через

f
п лет банк выплатит вкладчику общую сумму^, равную Ъ,=С{ 1+у^^^" •

Ясно, что постедкватетьеость - является арифмотической, а после
довательность Ь^- гнометрической последоватнльностью.
Упражнения

1. Вычислить процент, который ееобходимо выплатить заемщику^, если:
a) сумма первоначальеого долга равна 3 000 фунтам стерлингов, 

годовая пркцеетеая ставка равна 7%, а долг был взят на 3 года;
b) 6100 долларку США взяты в долг под 5,9% годовых на срок 15 

ыесяпев;
c) 800 000 японских йен взяты в долг под 6,5% годовых на срок 4 

года 7 месяцов;
d) 250 000 евро взяты в долг под 4,8% годовых на срок 134 дня.

2. Пусть UЗ(X)00 долларов США взяты в долг В каком случае кредитор 
получит больше дохода:
если долг был взят под 7% годовых сроком на 5 лот; 
или если долг был взят под 7,7% годовых сроком на 5,5 лет?

3. Кредитор назначил годовую простую процентную ставку в 7%. 
nредприниматнть в течение 5 лет выплатил пнруоначальную сумму 
долга и дополеетнтьеые проценты 910 долларов США и полностью 
выпотнил обязательства. Найдите первоначальную сумму долга.

4. fо,довая простая иркпеетеая ставка равна 8%. За 3 года для погашения 
процента допклнететьео бы-ла выплачена сумма 3456 фунтов 
стертиегов. Найдите первонач^.льную сумму долга.

5. Инвестор рассчитывает за 21 месяц получить доход 2300 евро. Какую 
сумму он должон инвестировать, если годовая простая процентная

__ ставка равна 6,5%?
6. а) Кредитор дал в долг 4500 долларов США и за 3 года получил доход 

900 доттаров США. Чему равна годовая процентная ставка?

С“)
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11.

Ь) Кредитор дал в долг 17(^000 японских йен и за 2 года получил доход 
, 17<^^00 японских йен. Чему равна годовая процентная ставка?
7. За 8 месяцев была випланьна первоначальная сумма долга 9000 

долларов США и, кроме того, допоенuтельно были випаачены 
проценты в размере 700 долларов США. Чему равна годовая

___процентная ставка^?
8. ВкладчиЕ поаожuа на счет в банке 26 миллионов сум. Через 18 

месяцев на его счету стало 32 милаиона сум. Чему равна годовая
_ простая процентная ставка?
9. а) Кредитор предоставил кредит 20000 долларов США и получил 

доход 5000 долларов США. Если годовая простая процентная ставка 
равна 7%, на сколько лет был прьдоdтавевн кредит?

Ь) Креридир е^pгғвдоdвиеI крЕрид-1200 ^вро и популул ;е)дохе^8 7с^вво. 
Если годовая простая процентная ставка равна 6,75%, на сколько лет 
был грвдос'2аоееи кредит?
ВЕладчиЕ поаожuа на счет в Данке 9400 фунтов стераингов под 6,(5% 
годовых. СЕоаьЕо лет ньоДчодимо, л2уДы полулuть 1^(00 фун2оо 
стерлингов дучода?
nоdчu2айте и2уговый баланс в слвдуищuх слулаях:

a) Пеғвоналааьная сумма долга равна 7500 евро, годовая сложная 
процентная ставЕа равна 7%, период равен 3 годам;

b) Пвғвоналальная сумма долга равна 6000 долларов США, годовая 
сложная процентная ставка равна 5%, период равен 7 годам;

c) nеғоуналааьная сумма долга равна 7400 фунтов d2ьраингов, 
годовая сложная процентная ставка равна 6,5%, период равен 3 годам.

22-24 р РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ

Задача 1. Чтобы погасить долг 23000 долеағов США, предпринuматьаь 
решил оиплалиоать сумму не по годам, а по месяцам. Сколько он должен 
выпаачивать ежвмесянно, если долг Дыл взят на 6 лет, а годовая процентная 
ставка равна 8°/о?

А 1 шаг. Вилuсаuм проценты. Так как 0=23 000, г=8%, п=6, то 
Сгп 2300^•8-6

/=■
100 Ю0

$1107^.

2 шаг. Винuсаuм общую сумму выплат (н:^]ращенную сумму^): 
С+1= $23000 + $11^40 = $34070.



3 шаг. Вычос5оH) сполько несяцев должна выо5ачоваться сунно:
6-^ ^^=72 несяеед.

4 шаг. СледовабC5ьоO) каждый несяе оеобходимо выолачово^б^ь^:

« $472,78.^

Задача 2. Долг 8800 евро был выдан под годовум сложоам ороцентнам 
ставпу 4,5% .еНайдобэ dанну,Д0XMДО) .OM5а.пэоногм кдсдотор^н за 3)5.гмдa.,

Ы=8800) г=4)5%) «=3)5) ^=12•-з^=4-

С5едовате5ьоO) N=88<^(^--l-1+^ )42)

^^=11^^98)08 , то есть Jf=N^Ы^^10-98)08^8^8^^{^^1498,08. 
ЗоачоT) за 3,5 года был получео дозод €1498,08. А

Задача 3. В банпс был полачен предот 50000 долларов США под 
сложоую ороееотную ставку 5,2% годовых с асловоеH) что выплаты 
должны прооеводобьdя каждый кварбал. Спо5ьпо долларов США бадеб 

_в_ыолаченOебанку за 3 гадо?.____________________________________ _______
А N=50000, г=5)-%^, п=3, Ь■?=4^зЗ^12 

Следовате5ьоO) А=С-(50000^С--(1+ )ч

Ы=428-0)99. Банку будет выолачеоо $428-1 за 3 года.
За вреня оспольеадания основные средсбва и актовы (едаооя и соору- 

иеоиB) тезника) асбьойсбда и приборы, иовеотарь и небелЬ) коноьютеры и 
т.д.) устаревают и оеоожоваются. Сбареное озоапаеб процесс постепенно0 
оотеро полезных сдаOdбд.

Лнортоеацоя - это ораеесс перио,доческога оедеооса напальоой сбоо- 
носбо исоользаемыз сдедсбд и аптовод для вознещеооя их изнаса.

Для выписленоя еоаченоя анорбизаеоо осоользается следующая фор

мула: А=С-()". здесь А - еначеоие аморбизаеоо после п пероодоB)

С - первонача5ьнав стоимость основных средств, г - норна анорбоеаеио 
(астаоод5енный годадаO ороценб дознещеооя озоожеоной часто основныз 
средств), п - посло оероадоB) наоринеД) годов.

Задача 4.
Сброоте5ьное усбдойсбдо закуплено за 2400 фантод стер5онг^ов. Найдите 

его стоомость через 6 лет , если норма анодбозаеии равна 15%о.
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Д Имеем А=С-(1-^0 )", здесь С=2400, г=15, 6.
Следоуательно, А=2400-(^^0,15)6, А=2400-(0,85)6.
Значит, значенен амортизапее приблизитетьео равно 905,16 

фунтов стерлингов. Поэтому стоимость устройства через 6 лет равна 
£2400 - £905,16 = £1494,84.

Для прuобретенея товаров потребтения Онапример: ыебеть, электрон- 
ео4бытовая техника, компьютеры, авткыобити и т.д.) или жилья еасетееее 
оформляет кредиты. Обычно такие кредиты выдаются на кратковременные 
периоды с начислением постоянных или изынняющиыеся с течееием вре
мени пропентов. Для удобства расчетов без еспо.тьзоваеея формулами мы 
приводим таблицу расчетов по кредитам (из расчета 1000 денежных едееец):

Годовой нарастающий процент
7% ' ' ~ ‘Месяцы

6% 8% 9% 10%
__ 12 86,0664 86,5267 |i 86,9884 87,4515 87,9159
”18’ '[58723_17_ ^6850 ’?9д40^',| 59,5?7?^ 60,0571 

24 I' 44,3206 44,772^! 45,2273 45,6847
30 ' 35,9789
36 [ 30,4219 1 30,8771

* 26,914242 26,4562
~4^ ~ 23,4850 ^2379462 1

54 21,176^121,6416

36,43_1Д 36,888Г| 37,348^; 37,811^1 38,2781

26,9142 27,3770 27,844Г' 28,3168

24,885^1 25,3626

11% 12%
88,3817 i 88,8488
60,5185 60,9820

46,6078 47,0735

38,2781 38,7481
32,7387 '33,2143

28,7939 29,2756

25,8455 [26,3338

23,5615 24,0566

21,7424 li 22,244460 || 19,3328
ЗаДача 5. Потребитель взял кредит 9200 нуро. Ему еазеачены годовая 

процентная ставка и 3,5 года платежа. Сколько необходимо всего 
заплатить? ______ _
Д,, Из таблицы находим значееие 29,2756 евро, соответствующее 42 
месяцам и 1000 евро.

Стндоватетьно, для 9200 евро каждый месяц должно выплачиваться 
£9200 = £29,2756-9,2 = £269,33552 « £269,340.

Всего должно быть выплачеео = £269,40-42 = £11314,80. Д
Упраж'нения

12. Сумма 1^^00 долларкв США взята на Ю лет с годовой процеетной 
ставкой 5,75%%. Если выплаты производятся каждые полгода равными



_ долями, чему равны их зналения?
13. ^^^00 евро взяты в долг на 36 месяцев с годовой процентной ставкой 

4,5%. Если выпаа2ы проuзводя2ся каждый квартал равными долями, 
чему равны их значения?
Человек взял кредит 8000 фунт стераингов в банке на 3,5 лет с 
условием выплаты каждый месяц 230 фунтов стирлингов. Какая 
годовая процентная ставка была начислена?
6800 долларов США были взяты в долг на 2,5 года с годовой 
процентной ставкой 8%. Если оипааты пруизводятdя каждый месяц 
равными долями, чему равны их значения?
Пусть

a) 950 евро были даны в долг по гудооой сложной процентной ставке 
5,В% на 2 года;

b) 4180 фунтов dтераингов были даны в долг по годовой сложной 
процентнуй с2аоке 5,(5% на 3 года;

c) 237000 япунскич йен были даны в долг по годовой сложной 
процентной с2аоке 7,3% на 4 года.

Найдите налисаинние саожние проценты в конце каждого периодам. 
Макс положил на ДанЕовсЕий счет 8500 долларов США. Го,довая 
сложная процентная ставка при этом равна 6%, причем банк обязуе2ся 
переводить проценты на счет Макса каждый Еоар2аа. Сеольео денег 
будет на слету Макса через 1 год?
Мария поаожиеа на банЕовсЕий счет 27000 фун2уо C2ераинг^е^о^. 
Го,довая сложная процентная ставка при этом равна 5%, причем банк 
обязуется переоуди2ь пғоцен2и на счет каждый месяц. СЕоеьЕо денег 
будет на сле2у Марии через 3 месяца?
Кредитор дал в долг на 3 года 45000 долларов США под 8,5 процентоо 
годовых. Сравните дочоди кредитора, если проценты налuсаяаись

a) по методу грустыч процентоо;
b) методу саожныч пғоцен2оо каждое полугодие;
c) по методу dаожнич процентув каждый месяц.

17.

15.

16.

1В.

18

19

20. Офисная мебель была пғиоДре2ена за 2500 евро^. ИзоестнOl что норма 
амортизации таких аЕ2иооо равна 15%. Перепишите в тетрадь и 
заполните табаuL^н^.

Год Амортизация С2оимость
0 €2500
1 1^‘/-€25O0 = €375
2



21.

22.

ф

Для оокаоко небе5о был взят кредоб —00 долларов США по 
годовой пдоцентной ставке 8% сропон на 5 лет. Какав санно должна 
выплаподабьсв каждый месяц? Капая всего санма должна будет 
выо5апена? Восоо5ьеайтесь таб5оеей росчебов по кредибам.
Для ренонта пдартоды было деябо в предоб ^^000 долларов США 
по годовой пдоеенбнаO ставке 11%) сропом оо 4 года. Какав сумма 
должна дыо5аповаться каждый месяц? Какая всего сумма должна 
0адеб дыолапеоа? Воспольеайтесь ба05оеей расчетов по кредитам.

Контрольные задания
1. Банк назначо5 гододаю ороцеобнаю сбавка 14%. Предпри- 

номате5ь за 5 лет оогасол пердоначaльнаю санна долга и до- 
оо5ооте5ьно выолабол 1^(^(^^000 сан по ороеентан. Пакая сумма 
была веяба в долг?

2. Впладпоп положил на счет в Оонкс -0000000 сум. За 15 несяцев 
оо оо5апол доход 900000 сум. Чена равна годовая проеентнав 
сбавка) если дыолаба проеентов была ороиздедена на руки 
каждый год?

3. В долг на год было деято 20000000 сан по гододой сложной 
ороеенбной сбавке 6% с услодиеH) пбо дыолабы будут 
орооеводоться ежепвартально. Какой доход оо5апит кредотор?

4. Джон дзял ипотечный кредит на 5 лет в размере 25000 долларов 
США на оокаопу дона. Годовая слаинав одоцентная dтавка рав
на 8%. Спо5ьпо он должен выолачодать в несяе) если выплаты 
орооевадябся еженесяпно? Какой доход получоб кредотод?

5. Уc'грайстдо было каплена за 45000 долларов США. За 2 года 
3 несяца эксо5аатаеии в дезультабе износа его стоимос6ь была 
оеенеоа в 8500 долларов США. НаOдоте аморбиеацоонную 
оорну астройсб^да^.



Глава III

ОСТИК'РХЛИОНЖИЬйЯГ
УРАВНЕНИЯ И ИХ СИСТЕМЫГ25“2^2

Если все решения одного уравнения также являются решениями 
второго, то второе уравеееее называется следствием первого 
уравеееия.

Если м.нкжнcтва решений двух уравеений совпадают, то эти 
уравнения называются рауносильеыми.

Пример 1. Рауноситьны ли уравнения?
х2 + х . х + 1 

2-------- = 0) и-------= 0.1)х + 2 = 3 и X + 5 = 6;
х -^1 х-1

А. 1) Оба уравнения имеют общий корень^: х=^1. Так как они не имеют других 
корней, то они являются равносетьными.

2) Первое уравеееие имеет корень, равный 0. Второе же уравнееее такого 
корня не имеет^. Значит^, данные уравнения не равеосильны. А

Пусть Р(х') и (2(х') - многочлены переменной х.

Выражнеие вида назы вается

Пусть А(х) и В(х') - рациоеальеые выражения. Уравеннен вида А (х)=В1х) 
называется

Рассмотрим сначала простейшее рациоеальеое уравеенее вида 
Р1х)—=0 (1).

Известно, что дробь — равна нулю тогда и только тогда, когда ее чистеl 
п
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тель равен нуаю, а знаменатель отличен от нуля (на нуль делить нельз^^!). 
Зналuт, для того, лтоДы решить ураонение (1) , неоДходимо и дос2а2олно 
найти все значения неизоес2ной х, для котоғыч одновременно оипоанены 
усаооия (((.ч):^0 и Р(х)=0.

Для кра2кости, это мы будем записыоа2ь так:
Р(х)
(?(*)

Пример 2. Решите ураоненu^и^:

2У «{

- 2ч + 1 

х — в
= 0- 2)

ғcд:)=в, 

Р’С*)* 0.

X2 -
х-В

(ч-^l)0(х + 2)

= о;

3)
2х^ -5х + 3 

9 л-13,5
= 0: 4) = 0.

А 1) Уравнение ч2^O’ч^+^1=0 имеет единс2венное решение ч=^1. При х=1 зна- 
мена2еаь 02еилен от нуля. Значит, данное уравнение тоже имеет един- 
стоенное решение х=^1.

2) Коадратное уравнение х2-^^ч^+3=0 не имеет корней, так как /)2l-3—0<0. 
Знанu2, данное уравнение тоже не имеет корней.

3) Для квадратного уравнения 2ч2^^ч^+^3=^B. 
/))=^&o^4^гzd=C^5)o^4^•2•3=25^0^4^=^1>0, Знали2, это уравнение имеет два корня:

^U!='
5±1

х, =■
5-1 = 1; = 5 + 1

= 1,5-

Однако лисао 1,5 оДращает знамена2еаь выражения

7
2ч2-5х+3

9х -13,3
в нуль, а чuсао 1 - нет. Значит, данное ураонение имеет единственное ре
шение ч=1.

7) Уравнение (x-^1)2(ч+2)=0 имеет два корня 1 и ^2. Однако число 1 оДра- 
щает знаменатель (х^1) в нуль, а чuсао -^2 - нет. Значит, данное уравнение 
имеет единd2оенное решение х=-2. Ж

В слулае, когда ху2я Ды одно из оиIражиний А(х) и В(х) предс2аоимо 
в виде суммы нескольких рационааьныч выражений, рациональное 
уравнение А(х)=В(х') можно решить так^:

1 шаг. Ищем общий знаменатель дроДей, вхо,дящих в нраонение;
2 шаг^. Обе части уравнения умножаем на этот общий знаменатель;
3 шаг^. Ищем решения полуленного уравнения;
4 шаг^. Искаюнаем из множества найдинних корней те, ко2орые 

оДращают общий знаменатель в нуль.



Пример 3. Решите удодосоее
2

■ + ~
2 х(2-х)

д Унножаем обе чаdби аравненоя на общий енаменатель 2х(2-х^.
Уорощая полученоое аравнение 4х+х(;--х) = 8, ориводин его к следую

щему пваддабнону аьодосоию: 6х+8=0;
Так как то даноое кваддабное уравоеоие инееб два короя^:

х=^2;
Прове^к^а1.
При х=2 еоаменабель оOдащаетdв д нуль: х(2-х) = 2(-^-) = 0. Значит, х=2 

не ядлвется решениен исзодного уравнеоия.
При х=4 енаменатсль отличен от нуля х(2^з) = 4(2^4) 0. Зоопег\ х=4 

является решеоием о-ходного арадоено.я.

Eз^-^]е А(^) =
/(х) В( -('Х'-

В(х)^---------, то при решеоии раеоонального

аравоеоия вида

#(*)

-(х) Я(х)

ч(х)

полеено восоользоваться основным сдойсбвон

прооарцои: — = — <=> ас! = Ъс.
Ь d

При этон оолучон следумщо0 алгодибм решения:
/ шаг. Ищем рсшеоия ададоеноя (х) ?(х) = l^(.x)в(x'):,
2 шаг. Иcкл^-^5м^м с^м меo>^(^(^иес 'дайд^е^^д^е^ю изpп^с^ьi тй г^oтп^с^^^сь ыЭ-

ращают общий еоонеоог'сль q(х')g(х) д оуль.

х-2 х + 3
Пример 4. Решите аравненое 

А (х-2)(х-4) = (х+2)(х+3);

^(^х+8-5х-6 = 0; = -2;

х+2 х-4 
х 2^4^х^^з^^8 = х2+3х+-х+6;

х = ■
И

Если х = —, то х+2 
11

— +2^0; х-4 = — -4^(^. 
11 11

Ответ: — .А 
11

В оекоторыз с5учаяз адачно дыполненоая зонеоо оозволвет оридесбо зо- 
данное аравоеоое к балее просб^с^ма^.
Пример 5. Решите адовоеоис:

2х 
х + 1

2х 
.х + 1

Л х+^ з^х + 2
■36 = 0; 2)—---------- +

х+2 х -2х+2
1) + 5



А 1) Выполеиы замену 2х 
х +1

= I. Тогда ^^0, а ураунение получит вид

/2+5/^36=0. Последеее имонт корни t^=-9 и /=4, из которых уторон положи- 
тель^^о^.

о Г л 2х „ 2х 0
Значит I 7 I = 4, то ес-^Ть = 2) или = -I

х + 1х + 1 х +1

2х 2х
При ------= 2 уравнение не имеет рошение, а при ----- 1 = -^

х + 1 х + 1
урауеееие имеет единстуенное решение х=^^,5-

Ответ: х=—0,5. А
2) Очевидек, что х=0 удовлетворяет урауеннuю. Пусть хт^О. Разделив в 

каждой дроби уғавеееия числитель и знаменагель нах, получим уравнение 
2

х + 3 н 1 2
— +----------- 14 = 1) E^ЫI^(^т^I^I^м ) 2- = X +------ 2..
2 2 X

х-Г-ъ— х-г +
X X

г. 2 + 5 1 ,Тогда наше уравнение потучuг вид: ------+ — =■ 1 .

Решим последнее ураунение:
2 + 1 2

(2 + 1)2 2(Z+ 1) 2(2 + 1)
« ^±^+т±U-*±2)=) „

2 + 1 2

22 +52 + 2 + 1- 2 -2 52 + 1 1

2(2 + 1) 2(2 + 1) 5
Теперь найдем х.

х + — - 2 = —* <=>х + — - — = )^1;> 5х2 - Зх + 10 = 0. 
х 5 х 5

В силу того, что дискриминант квадрагнкго уравнения Вх2l^9^х^4^l0=0 
огрицателее, то последнее уравнение не имент действительных решений.

Ответ: х=0. А

Системы рациональных уравнений
Рншееие систем, состоящих из р!а.ционатьных .yравннеuй, опирается 

на изунстнын нам методы сложнеuя, nодсганквкu и т.д. При этом слндунг 
не забывать, что знаменатели, участвующих рациональных выражений, 
но могут обращаться у нуль.



Пример 6. Решити систему^:

1) 6 ’ 2)

->^==5.

0ч)^-3 — = 15, 
У

ХУ + — = 15. 
в

А1) Сделаем в пирвом уравнении замену — = t. no.еулим — = -

/ - = - о 6г'1 - 5* - 6 = 0 <=> 
( 6

У

■ 3 
'-1'

или
t = --

х t

х _ 3
'Ў " 

х _ l

Отсюда или
= -у, 

г

x^ - v0 = 5
или 1

—.у,
2

ч0- / =-^5.
Решим полуленниlе системы:

х = — у,
2

ттУ -у =5

или
Х =

4 2 2 с
-У -У =5.

Первая система имеет решения (3,2), (-3, -^2), а второя не имеет решений. 
Ответ: (3; 2), (-^3; ^2^).

2) ОДозначим а=^х^у,, Ь = — .
У

Г^o^-3е = 15, [а = Ю,
а + 6 = 15

<=■
6 = 3.

ен = 12,

£=з 

[У

х = 3у, 
у-3у =12

<=> у
■х = 3у, 

=4.

Ответ: (6; 2), 6; ^2). М,

©
Вопросы п задания

1. Дайте упредеаение рационального уравнения.
2. Дайте упределение равнусиаьних уравнений.
3. Приоедире пример раоносильныч уравнений.



Уодажоенов
Решите адодоеоов (1-^2^^^:

1. а)

Ф

-)

2. а)

х + 1 - + -
1

2^^^1) -(х + 4) х -1
2х 1 4х

х -^1 х + 1 х2-^1 
7

2х + 9
■6 = 5х •

1
• + -

12 1

Ь)

е)

27-5 _За + 21 . 
у + 5 2у-^1 '

х^-2^х 2
= х - 2 ,

х-2
е5 4 4и5------+

х^ ^12х + 36 3(^^х- х + 6

х-2. х + 2 l

Ь)

с)

1)

ч Зх - 2 х - 4 с)------- + - Зх -+1

е)

х^1 х + 3 (х(1)(х + 3)
х^4^9 2з + 50

Ф

•+■ = 2^
__ х + 6 х + 5

3. Укажоте додоосельоие адовосоея:

а) = 0;
х + 1

(1) 10х=8;

5х - 7 _ 4х - 3 
х- '3 х 

1 2х
= 0

х х + 1 

15 14 1---5- = ---  + 1
х-2 х

4d-- -с + 1 8с-+1 ^с + 1 

2-Зз 4 х + 1_ 4 _ 

х + 1 3-^3з 3
О (^ + 2)^ 9 .(х _5) --^-4 ■

Ь) В^-4=0;

х -^1

е) l3“- J (■з+^^=0■;
_ §) х2+-х+18=0; Ь) 2х2+2х+11=0.
4. . Решите состема адавоеоой (^-^7): 

х

с) (5^-^4^)(х^1)=0; 

Г) 6х-^4^^х;

2у + 3
= 3,

Ь)

-а+3 9

5. а)

а)^

5х _ 8_у 
8а 5з - 

5х 8а = 20;
Ь)

3 5 N
- + - = 2, 
х у
5 3.,—^— - 2; 
х у

2з + — = 11, 
7

''х + -— = 16; 
, 7

с)

с)

У 25 х =-----115,
7

4у = + 15;
х

Ь)

х У
4х-7 4х-7 
4х2-11у + 7 = 0;

с)

12 25 7^
— + — = 2, 
х у 
6 5.,
х .у

(x-9)(з^6))
у + 8

(у + 8,i:- 8)
х — 6

= 0,

= 0.

7
ъ-4у Ва-^з'
XV = ^16.



7. (х + 1))t^■4 8) = 0, ' 1 4

а)- -5- Ь) 2 2 ’ х у с)-
.х + у-2 ’ ху = ^8;

9.

2 2 
X _ г X 
~ ~ ^~Т’
У у •

- 15.

В зале клуба имеется 320 мест, который одинаково распределены по 
рядам. В каждый ряд добавили сначала по 4 места, затем добавили 
ещн один ряд. В итоге получили 420 мосг’. Сколько рядов в зале?
^^8 экзаменуемых писали сочинееие. Им было роздано 480 листов 
бумаги, при этом каждая девушка получила по сравнению с юношами 
на один лист большее. Оказалось, что девушки всего получили столько 
же листоу, сколько и юноши. Найдите числк девушек и юношей.

- ПРОСТЫЕ ИРРОЦИОНОЛЬНЫЕ УРОВНЕНИЯ И
29-32 Лих с ис т емы

Уғавеееuя, у которых енизвесmное участвует под знаком корня назывантся- 
иррациональным.

Рассмотрим методы рошения еекоторых видов еррапеоеатьеьх уравеений. 
Рассмотрим простое ерғацеональеое уравнение вида

I У[7Ю = 8^<^х) (1)
Пусть выражения -Дх), §(х) принимают неотрицательные значения. 
Возводя обе части уравненея в квадрат, получим равносильеое урав-

ненин^.
Так как /(J))=^l4’(.х):>0, то выражение Дх) принимает ееотрицательные 

значееия.
Значит, решение ураунения (1) осуществляется по правилу:

[*(х) > о
= я(х) <=> <

/(хх) = 12(х)

Аналогично уравнение вида ^~— .f'^x^) = Их), равносильно системе 

= и”(х)

ИХх) > 0

Пример —. Решите уравеенее v4 + ’х^х^ = х-’,.

А Возводя обе части уравнения у квадрат, получим рауносильное 
уравнение 2х-х2=х2l^4х или 2хt^-3)=0. Отсюда получим корни х,=0, х2=3. 
Так как х>2, то х=^3 - решение данного уравнеее^е^■ А

©



II Уравнения вида f(х)■ -g^tх) = 0 .

Для того лтоДы произведение двух выражений оДращалось в нуль, не
обходимо и дос2атолно равенство нулю, хотя Ды одного из сомножителей.

Значит, для того чтобы f (х) • у/§(х) = 0 должно випоаня2ьdя равенство 

= О,
g^(ч)=0 или сооокупность равенств

# 0) = О, 
{/^*) = О. 

- О

Пример 2. Решите уравнение (х^ +Зч^lO)е/ч+4 = 0.

0. ■

Этот факт мы кратко будем записывать так:

Л (хх! + З;г -1 Q')ач + 4 = 0 о?-
« +Зч^1B = 0, <

х = ^5,
х = 2,

х + 4>0, <=> <=>1 ’ х + 4 > 0, _
х + 4 = 0

х = ^4

х = 2, 
х = -4.

Ответ: ^4 и 2. А

Пример 3. Решите уравнение (х-3)ах'^-5х + 4 = 2х-6.

А Данное уравнение приводится к виду (х - 3)(л/Ч^-5ч+7 - 2) = 0. Так

как система
х = 3,

х1 -5х + 4>0
не имеет решении, то дос2а2очно рассмотреть

уравнение е/е^^5ч^+4 = 2. Возведем оде части этого уравнения в квадрат, 

получим равносильное ему уравнение , ч2-5ч+7=7.
Ответ: 0 и 5.^ _____ _____

III Уравнение вида —f((Х ^^8tХ) .

При решении 2акuч уравнений сначала севдувт учесть летность-нечет- 

ность числа п, а затем приввсти его к раоносиаьному уравнению^.
Пусть п - нелвтну; -]/(^х) = %gtх) о- f(^x) = #(х).
Например, уравнение У./(х) = $Щх) раонуdильно уравнению Д(чc)=^^(х'}.
Пример 4. Решите уравнение Ух+ 8х -^8 = а/0x^1.

х = 1,А. ач^+ 8;ч-8 = a/0}^-1 oч0+ 8;е-8 = 0x-^1
х = -7.

Отве^: 1 и -В.



Пусть п четоо, то есть п=2к. В этом слапое даноое урадоение равно
сильно кождоO из со-бен:

о S
= g(^).

или = ^^g(x)
f{x} = g(x), 

g W 0.[/W>0

На одактоке из донных сисбен выбораебся то, кободое легче решает^ся.

Пример 5. Решобе арадоеное \/х-2 = %х .

х = -1,
^x--1 =л)3 о< х - 2 -х,

<=> S

Ответ: х=-..
_х > О

IV Замена оеренсоных.

х = 2, )=>>х = 2. 

х > Q

Пример 6. Решобе урадненое ,1—- + З„1--—= 4 .
3-х

А Выполним еамеоа и =

х -^1

р-х
. Тогда

’х -^1

3 и = 1,
и + — = 4,

и )=) м = 3,
и>( и > 0.

Найден теперь карое даоного арадненоя.
13^х

= 1,
<=>

р^х 
х -^1

= 3

х = 2, 
х = 12.

Ответ: х=- и х=1)-. А

Пример 7. Решите араднеоие х+ 3х + ^.х^ +3х = 6 .

А Виполоом занеоа г = 11х2+3х . Тогда 

2 = ^3,2

Z > о
2 2 + 2 = 6, „

<=> -^2 = 2, <=>2 = 1.. 

2 > О

Найден теперь карно данного уравнения

©D



.х2 + 3х = 2 <=> .х’+Зх = 4 о
х = ^4, 
х = 1.

Ответ: х--4 и х=^).-А
Системы иғрационатьных уравнений

Рншнние ■ систнм, сксткя:шех из иғғацеональеых уравенний, опирантся
на известнын нам методы сложнния, подстаноуки и т.д. При этом следует 
учитывать области существоуания участвующих иррациональных 
уыражнний.

Пример 8. Решите систему уравнений
тх + у[у =5,

= 6
,0 л/х + 4Ў = 5, 

у/ХУ = 6

X + у+-'2^ҳ[хў = 25, fjc + = 13,

ху = 36 1x7 = 36

Г;у = 13-х,
<=> л '1х(1;з^х) = 36

у = 
,2х"4^13х + 36 = 0.

Данная система имеет решения (4; 9) и (9; 4). А

X + ^[у 3, 
х+7 = 9Пример 9. Решите систему ураунений ‘

л. Обозначим %х = и , У У . Воспользовавшись формулой сокра
щенного умножения, получим систему^:

и + у = 3,%/х + Уу = . г/ + v = 3, и + у = 3,

х + у = 9 и 3 +у 3 =9<=>' (,и + у)(м- -itv + у2) = 9<= 2 2 о <=>м -НУ + у =3

<=>1
и ч v- 3, 

2
м + у = 3,
UV = 2.(и + у)2 = 3

Эта система имеет решения и=1, 41=2, м2=2, 42=1. Отсюда получим 
решения (1; 8) и (8; 1) исходной системы. А

Пример —0. Найдите точку С(х; 0), равекудаленную от точек А(3; 4) и 
В(-(2; 5) плоскости.
—*\^ Из сооmеошения АС=ВСи формулы расстояния между двумя точками 
плоскости получим иррациональное уравннеuе
л/(^3)2 + ((^-4) ■ = utтX + 2)2 +t)-5 )2



Делая равносильные преобразования, поаучим уравнение, 
Cх^3)0+16=(х+0)2+25 е2куда ^10ч=7. Последнее уравнение имеет корень 
х=-^^,7. Значит, С(-B,4; 0) - искомая толка. А

Пример /J;Н^c^й^^u2е рочку на прямой )^=Ьх, равноудаленную от толек 
Л(-1;0) и В(3;-4) плоскости.

По усаооию, ордината и абсцисса искомой толки ндооае2ооряет соотно
шению н=3х, поэтомн она имеет коор,д,инати Сtх;Зч). Из соотношиния АС=ВС 
и формулы расстояния между двумя ролками плоскос2и пуаучим ирраци
ональное уравнении ^Сх + 1)2 + (3^^ 0)1 = >(х^3)1 +CЗч + 4)2. Делая равно

сильные преобразования, поаулим уравнение, Cч+1)2+(3х^0)2=(х^3)2+(3ч+7)o,

откуда ^0^^е^=^20. Пусльднии нраонение имеет корень .
Значит, СС-^5/В; ^15/В) - искомая точка.

Ответ: СС-5/7; -^15/В). А

Вопросы и задания
1. Дайте оприделиние иррационального уравнения и приведите 
пример.
2. Когда два иррациональных нраониния равносильны?

3. Как решается система вида:
л/ё + Ту =а, 
у[ху = ь

7. Решите сuс2имн нраониний^:
1х + У = h

Упражнения
Ришити нраонении (10-^19^): 

а) (Эх + 5 = -^8 ; 
а) 7i2x-ii = 15;

10.
И.

Ь) л/4Х-б=9 ;

Ь) + 5 =-В ;

12.
13.

14.

15.

16.

17.

а) Vx^ - Зх + 1 = х + 2 • 

а) 7*2 + 7х + 1 = х -1 * 

а) 7*" +Зх -2 = >^2х -1 ; 

а) >*• + 8х - 7 = >-х ^1 ; 

а) х + Зх -1 + + Зх - 9 = 0 ;

а) х^ + 0х -11 + 7 х 2 + 2х -1 = 0 :

с) 75х + 9 =1В ; 

с) Л23^х^1 = 27 ;

Ь) Bч0 +5ч + 2 = X + 4 .

Ь) >:х'0 ~6х + 2 = х + 5 .

Ь) У-^2х '2 - Зх - 2 = л^х +1 .

Ь) 7-х+ Зх + 5 = л^ + Ю .

Ь) х2 -х-7 + 4х^--х-^9 = 0 . 

Ь) х0 -8х + 3 + 7х■2 -8х-7 = 0

ф л/! Зх + 5 = -17.

ф 7^х +13 = -2 .



18.

19.

20.

а) л/Х—1 + i/х + 2 = 3 ; Ь) Ух + 5 +Гх = 5 .

а) л х-4 + лх + 11 = 5 ; Ь) л/Х + Ух + 4 = 3 .

Решобе состену удадоеной (-Д--t^):
51^х = 4у^,

21.

22.

23.

а) ■

а)

а) ‘

2л/х = 3 у,

,у+^л/х=4^*

'х-^л'у=1

х + 2у = М;

'(лУ^Х- 5)(у[у;- 3) = 0, 
Зх + 5.У = 60;

5х-3,/9 = - 34,
Ох+= (^l■^;

Ь)

Ь)^

Ь)

>>2 +5Лх =^5).

X -I- -5/У = --)

Х + 2+ = а^.

з)=,о,
Зх + 2у’ = 15.

6х -5^/у = -ЗТ,
Ь) г 6:з + 5вЛy = -1.

24.

25.

Найдоте точка С(х; 0), равноадаленнам от точек N(5; 7) и -?(-3; 4) 
олоскосто.
Найдоте точку С(х; 0), равноудаленнам от точек А(5; 9) и В(-6; 7) 
олоспосто.

ПОКАЗАТЕЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
33-36 ф1их сис^т^е^м^ы

Показательные уравнения
Показательном урадоеооен оаеыдоетсв аравоеоое) д которон неоздеeт0ое 
входит в оапазабель сбспсое.

При дешеооо ооко.зо'гельоиз аравнеоой оа5езоо исоо5ьеодать с-ледую- 
щие тождестдо^: (о > 0, аФ 1 Ъ > 0)

1. а =а’ X = у;

а
3. — = ах-у .

о’

5.

2.

4.

6.

а^су' = а^^У;

а^Ъ^ =(аЬУ';

в‘’=1,

Продеден нетоды дешеооя оекоторых биоав оокаеотэльоых араднений. 
I Пдодедение к однону асооваоом^.

Метод оdоован оо с5едующен свойстде сбсоеней: если две степени рав
ны и равны их асоодооеB) то равны и их оопаеате5O) т.е. адовоеое'в надо 
пооыбО.бься одовесбо к виду а-/(а) = . Обdюда f (a^) = §{х).

”б9



Зх-7 1х-^Ъ

Пример 1. Решите уравнение I —

3 -1

А Заметим, что
5^-— /■ 4-71+3 7

и перепишем наше уравнение в виде

Применив тождестуо (1), получим Зх - 7 = -1х + 3, х = 1.
Ответ: 1 А.

2*-8 f 0,25Пример 2. Решить уравнение ),l25-4
Л

А Переходя к основанию степени 2, получим: 
л . 1 Л-х£

8
•2 2l2X-8) _ 1 2 2-3.

-^3+2(2^д^^-8) _

1 N-1
2^-1 2

(Ц-2-05)"^ или 24*-19 = 225,Согласно тождеству (2), имеем 1 

nоследеее уравнееее ғавеоситьно ураунению 4х -19 = 2,5х. 
Откуда х = —-Ж

11 Введение новой переменной.
Пример 3. Решить уравненее 52''_'1 + 5Л+' = 250.

А Применив тождество 2, перепишем уравнение как 52т -5 ' + 5* ^5 - 250 = 0.
1 ,Введем новую пернменную^: 5х=(>0. Получим уравнение — t + 5t 250 = 0,

которон имеет корни U-4^50, t=2L5. Однако корень t=(^50 не удовлетворяет 
условию />0. Значит, 5^=25 и х=2.

Ответ: х=^’,^и

Пример 4. Решить уравненее 9^+ 6^^= 2 • 4^.
А Раздетев обе части уравненея на 4rU0, получим:

I -2 = 0. Обозначив = (>0, тогдаI) +dUl = 2ити I, 2
постеднее уравнение запишется так: Г + (- 2 = 0.

Решая уравнение, найдем (=-2, t.^—.
Значение (/ не удовтетуоряет условию (>0. Стедоваmетьно,

:1У=■■ й17!) -

Ответ: х=(^. j

©



Пример 5. Решить уравниние е/o’-У3Г +^2+!^ г =4.

А Заметим, что • Л^Jo + 4/)'^ = 1. Значит, 72 >/з ,

Перепишем уравнение в виде
/ V

1

л/г+т^

2+^ ‘

+lа2+=4.

Обозналuм Cеo + л/з) =( >0. Поаулим - + / = 4, то есть Г — 4? + 1 = 0.

Корнями данного уравнения будут /, ,2 = 2 ± л/з . 
Следовательно,

]) [^2 + у[з\ =2 + Л/З, (2 + Лзу= 2 + Л/З, - = 1, х = 2.

2) л^г+а/зГ=2 -у/з.
1

1 к = 2 ^л./з .
12-л/з;

(2^^/з)~o" = 2-Лз, = 1' х = -2.

Отв^^: ч=—.. и ч=0.

III Вынесение общего множитеая за скуД^к^н^■
Пример 6. Ришить уравнение 6'‘ + 6х+1 = 0ч+ 0Х+l + 2^+.

А После вынисения за скобку в левой части 6Г а в правой 2е, получим 
6е(l + 6) = 2ч (1 + 2 + 4) или 6х=2^. Разделим обе части уравнения на 2*70, 
получим Зч=1, ч=0.

Отве^: ч=B.

Системы пғосрвйшuч показа2ееьныч нғаоненuй

'зч+> = 07,
При^^1ер 7. Решите систему уравнений:

25е-У = 8.

системе : <

свойству степиний система уравниний равносильна следующий 
^3Х+=3), _______ _______________  Гх + _- = 3,

25е“■> = o3
Отсюда получим систему

[5x-.н = 3
. Очеоидно, что

последняя система имеет решение ч=1, _н^^0. Ответ^: х=1l _=^0. А



з5*+6у = 9,

Пример 8. Решите сеdбену уравоений: ^Ух+зу = g

^Г^о свойству стеоенеO сосбема уравненой радоасольна следующей

сисбене^ 97з+3у 2З ПоdлеDояя состена) д свою опередь) равоосо5ьна 

5х + 6у — 2^,
dосбене Унножов второе аравоеоие этой систены оо (-^2)

1х + 3у = 3.
и сложив с оервыH) па5упим уравнение -9х=-4. Отсюда, найден х= -. 
Подстадив полученоае зоачение во дторое аровосооC) оо5учим — +3а=3 

O5O Ъу=Ъ^ = , или 3^^^^ -, или у=— = . Ответ: х= -, у== = .
9’ 21

Пример 9. Решобе dосбсну ураднеоой:
4^ + S-"' = 9, 

4^-5-’’ =-1.

А Сделаем еанеоу: 4'=и, В^=а Тогда наша сосбена принет ди^д:

ОчедоднO) что эта сесбена аравнеооO имеет решение и=4, у=5. 
Тогда получим аравоения 4^=4 и 5^=5. Обdюда х=1, у=1. 
Ответ: х=1, у=1. А

Уора-иненоя
Решите адовоение (26-^3^):

а) 43(+5=43-5л; 
ё) 8з*5=82-5Х.

27. а) 2-2х*2^^.2хУ^5^.2х=^(^.
с) 2•4з+2+4з+-^5•4з=31;

и + V = 9, 
u-v = -1.

26.

28.

30.
31.

32.

а) 1 l3з1+46_^ ^з2+25з .

а2з ~^—-аЗ(з -д: .
а) 9^+Зз^^^^4; 
с) 5•4з+2^^6=Д; 
а) 9•-5з^7Т5C(^16•9■=0; 
а) 4^^'7-^'^^8-9^^0;

Ь) 74х^5=79-5х с) 6х"5=бЗх;
^^Kх=K2+X 0 2х-5=225х.
b)3•5(^з-^в5л+2^2в^x+=68;
a) 2-7х^2_2-.7хУ_1,-.7х=^.

3Х _з2(.х '15) , 

ф 55з-+з _ ^3(з2^2з)

b) -5^^^^^'^30=Д;
ё) 9^^^"М2=0.
Ь) 716^+9-1 ^^-1^9*=0.
Ь) 9-^"+712Д-^16•9’=0.

а) (Д)1-^)■"‘ =4^^ -4х Ь) - •(0,8)"’* =(l)-5)х+З

(В



33.
34.

35.

36.

37.

38.

39.

а) 32^^^^ = 

а) 4'/U-+16 = 10-2

а) 24 -s.^^)

16*
'х-2 , 1 г _ 1 n п\/х-2

b) 4^-10-2^‘‘ =24. 

b) 5-23дмЬ3.25-3* +7 = 0.

х-^2+у1х-^-4
6 = 0; b) 8Л + 18Л= 2-2—^.

Вкладчик положил на счет в банке ЮС миллионов сум под 22% годо
вых. Через ннсколько лет на его счету стало 221 533 456 сум. Найдите 
количество лет.
Предприниматель положил на счет в банке 10 миллиоеов сум под 
21% годовых. Через несколько лет на его счету стало 17 715 610 сум. 
Найдите котичнстуо лет.
Известно, что прирост населения за год составляет 4%. Через сколько 
лет численность еаселения увеличится в 3 раза?
Известно, что население за год уменьшается на 2%о. Через сколько лет 
числеееосmь населения уменьшится на 10 %?
Решить систему уравнений (40—^^^):

"э* + 2у =81,

93х .уу = 27.

35x61 = 27, [3Д+1« =81,
40. а) 2lх+зу = 32; b)- 23^-зу _ 4. 0*

3 = 243, 8х = 9, г
41. а) 2''хъ11у^1^6^-к '

b)
2^'^2' _ 64; с) ‘

53х-у = 25, 5хъ2у _ 125, г

42. а) ■ 2 2 (‘(х^■ъу  g. b ' 2 22х +3ху-у _ д.
к

'5Х+У = 25, 53Х~У = 25,
43. 2 2 ’Х (^Зху+2у _ р b) ' 2х^+ху+у^ _д. с) “

2Д + 2 U = 6,

2" -2^' = 2.

1 1^ + 7U =18, 

11х-—у =4.

6Д + 3' =39, 

6 Д-ЗУ-108.



37-38 ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ

Пусть многолаен /(х) на концах отрезка [а, h] принимает знальния раз
ных знаков, то есть /(а);/’(&)<0. Тогда внутри этого отрезка существует чутя 
бы одно решение уравнения /^(х)=0. Это означаит, что существует такое

и[а, h] (читается как "кси"), лтоX<У)^=0.

2)
3)
4)

Рассмотрим о2рвзок [а, h], содержащий лишь один корень уравнения .
Метод последовательного деления отрезка пополам, закаюлается в по- 

следоватильном раздьаьнии отризка [а, h] пополам до 2еч пор, пока длина 
полуленного отрезка ни будит меньше заданной 2очнусти г.

Для э'rоlуе:
1) оиIчиdаяется знальниe/X(х) выражи^зия./'==/0^ в толкь х=а;

отрезок дилится пупуааMl то есть вычисляется значение х=tb-^c^^l2^^, 
оылисляется зн^’^(^1^1^ии^^ выражения Д{х) в 2очЕе х=t^^d}/2^, 
проверяется нdлуоuи

5) если это условии випоаняится, то в качистве левого конца нового от
резка оиДираится середина предыдущего отрезка, то есть полагается, что 
а=ч,j'^=f (аеоый конец отрезка пьрьчоди2 в середину^);

6) если это услуоиь не выполняется, то правый конец нового отрезка 
перьчодит в середину, то есть полагается, что Ь=х;,

7) для нового отризка проверяится усеооие Ь^а< е;
8) если это усаооuе оиполняь2ся , то оилuсльния заканчиваются. При 

этом в качестве приДаижьнного решения оыбирае2ся посавднев оилислен- 
ное значение х. Если это условие ни виполнявтся, то, периходя е пункту 2 
этого алгоритма, вылиdльния продолжаются.

Метод посаедооатьльного деления пополам проиалюстрирован на этом 
чертиже:



Нохождеоие иобедва5а) содержащего парень
Для оахождеоов ообервала) содержащего корень аравоеооя 

/̂ ^^)=х^+ах^-Уh^-Ус^=0) дыпос5вются зоачения
А=тах {а,Ь,с} и В=тах {1; —; - }.

1 с с с

ОкаеыдаебсB) пбо для короя у—j < |х| < 1+А даноого аравоэооя 
дыоо5оеоа оедадеосбда. Зоачиб) даноое удодоеоие емсэб хотя Оы одио 
корень, орооад5ежощой ообервала (^1 -А; 1+А). Для оробложеооого 
дыпоd5еооя даооого порнв оаOдэн целые ^1.^А<с11<с12<1+А и 

+а]у +ы^1 + с)(,а6 + сс2 + bd2 + с)<0 адодлстворямшис'

оeрадеостда <х и d.2.

Пример 1. Найдобе ооберва5) содериащой корень арадоения 
2х3+3х2+В^■+1^0.

з 3 2 5 1 _
Поделид обе часто арадоеоия оо 2 , оолачоM) х + ,^х +2х+2 - 

_ 1 3 5 1
Так паK) для нового ададоеоия а= 7; ^^7; d=б, А=тах{ }=2)5.

ЗоачиT) д инбервале) х е (—^^^5; -)5) удаднеоее омееб хотя Оы адоо корень. 
В то же дденя уродоеоое при х„ 6 (0; -)5) ос онееб ни одоого короЯ) так 
кап^) 2х3 +3*C + 5х0 + 1> 0 дыполняетсв. Значит, корень удаднения лежит 
в (-^2,5; 0). Для аточоеноя этого инберадала положин d^=-2;, d.^=0.

Для d.=--; с1=-1; <3=( продерон дыпа5оеоое услодия 

+1 j =-8+6-5+0,5=-6,5d0;

^2 + + -2^^ +- =^1+1)5-^2,5+0)5=-^1,5dД;



з 3 9 5 1
13 + 2^3 +113 + 2=0’5>0

Значит, уравненин имеет корень, принадлежащий интервалу (^1; 0). А 
Нахождение приблеженноио корня с заданной точностью

Исходя из вышесказанеого, зактючапы, что если уыполеено ннравенстуо 
(а^Ъаа2+bа^ъ^ct(3^ъ■a—2+Ь^^^^)•<0 корень уравннния принадлежит интнруалу 
(а; f?}. Пусть у= СА . Если |у^+ау2+5^'^<^|‘<г, то х= у - приближннный

корень ураунения с точностью в. Если (у^+ау^+Ьу+с)(/3'^+ар-ъ-5(^з^с^^^0, то 
корень лежит в интнғвате (у; f?i); если (у^+ау2+Ьу+с)(а3+аа2+5^-^^)<0, то 
корень лежит в интервале (а; у). Продолжим процесс до нахождения 
приближенного значения корня с заданной точностью.

Пример 2. Найдите приближенное значение корня уғавеееея 
х3+),5х2+2,Вх+0,В=0 с заданной точностью е—)^^ 1.
Л Из предыдущего примера нам известно, что корень лежит в интервате
(-^1; 0). Из ткио, что /= 19° =^^,5 и t40,5)з+U:^(-0,5)2+2,5(-0,5)+0,5—^)^,5<0 

заключаем, что корень лежит в интервалн (^^,5; 0).
Так как, |(-0,25)з+1,Вt-0,25)2+2,5(-0,25)+0,5| = 1-^,0461 < 0,1, то х- 
прибтижеееое зеачееuе корня с точностью 7= —1--- -l^^,^5.

-0,25

©
Вопросы и задания

1. Как найти ентерват, содержащий корень уравеения 
х3-^-<я.;t2+Ьх+с=0?
2. Объясните сущность метода последоваmетьеого днлееея 
пополам.

Упражнения
Найдите интерват, содержащий корень ураунения (^‘^^4^7);

44.
45.

1) х3+3х2+5х+)=0;
1) 2х3+4х2+Вх+1=0; 
1) 4х3^-3х2+Вх+7=0; 
1) 2х3+3х2+5х+9=0;

2) х3-н3х2-Ь7х+6=)^. 
2) х3+4х2+9х+17=0. 
2) х’'+х2+х+19=0.
2) х3+х2+х+)9=0.

46.
47..

Найдите прибтеженный корень уравнения с точностью 0=0,1 (484^5^l)■
1) х3+3х2+5х+1=0; 
1) 2х3+4х2+5х+1=0; 
1) 4х3+3х2+5х+1=0; 
1) 2х3+3х2-ь5х-+9=0;

2) х3+3х2+7х+6=0. 
2) х3+4х2+9х+)7=0. 
2) хЭ+х2-+х+19=)^.
2) х3+х2-Ьх+19=0.

49.
50.
51.

©



- ПРОСТЫЕ РАЦИОНАЛЬНЫЕ
39 -4^1 -НЕРАВЕНСТВА И ИХ СИСТЕМЫ

Рациональные неравенства одной переменной и методы их решения
Пусть Аtх) и Вtх) — рациональные выражения. Отношения вида 

А(х)>В(х), А(х)<Вtх), А(х)^^Е^1^х'^), Л(.ч)sуВ(ч) нази0аю2Cя ра^и^^ональными 
неравенствами (пиременной х). Всякое зналение х, обращаюш;ев 
нвраовнс2ву в ис2uнное чисаоооь нераоенс2во, называится решением 
нвғаовнства.

Пример 1. Решите неғавенср^о^е^: 0^^^^5)(Зч^8)(5-^4^ч^)<^^.

А Будем решать неравьнстоо мьтудом ин2ьғоалоо. С этим митодом вы 
ознакомились в 9 классе. Приравняв выражиния в скобках к ннаю, получим 

5 5
х 1 = -l х24 , .-2 2 ’ Чз= -■ . Эти числа разбивают лисаооую прямую на интервалы
(-^<х); -), (^ “), (т; - ), (-; +оо). Вибьрьм произвольное значение, 

4 4 2 2 3 3 g
например, х =10 из ин2ьроала (у; +^со) и, подставив в неравенство, 
закаючаем, что на этом интероаае наши нвғаовнстоо верно. Значит, оно 

5 5 8верно и на интервалах ( — ; - )U( - ; +оо).
4 2 3

„ П х2(х + 0((^-3Ач
Пример 2. Решите неравенство: "2)).^ '—' О .

А Числа х = 2, х = 4 не ндоваетооряю2 неғаоенсто^H^• При хф2., хфА вышол- 
нено (x^0)2■(c^-^4)2>0. Поэтому при умножении обоич частей ниравенства на 
(.ч^0)2■(c^-^7)2 получим раоносиаьнои нираоенс2оо: (ч+1)ч2(x^3)(x^0)(x■^4)>B.

Приравняв выражения в скоДкач к ннаю, Найдем х = ^1, х2= 0, Чз= 0, 
Ч4= 2, х5= 3, Ч6= 7. Эти числа разбивают лисаовню прямую на интервалы: 
(-^со; ^1), 1; 0), (0; 2), (2; 3), (3; 4), (7; +оо(. Так как среди найденнич чисел 0
встғелаврdя дважды, то на интервалах, гранинащич с 0, знаки неравенства со
впадают^. Выбрав на последнем интирвали лисао х = 10 и подставив его в наши 
неравенство, получим верное ниғавинстоо. Знали2, наше неравинстоо имиет

решение: (-^сю; —L)1^(2; 3)uC7; +Qо(. ^1

Пример 3. Решите неравинс2во: х -"Xз+ 4 У 0

А, Приравняем знаминатель, х-3 е ннли, а также, решив уравнение

©



х2^^х+4=0, по5апон корои х -=1, х2=4. При этон числа х^= 1 и х7= 4 
адовлетдоряют неравеоdтвy. ЗнапоT) послодая прямая разОидается на 
следующие иотервалы: (-^со^; 1], [1; 3), (3; 4], [4; +со).

Взяд доутдо оос5едоего онтервала еоачеоое х=5) оолапон вероае 
чосладое оедоде'осгдiо. Поэтону дешеооен нашего оеравенства является

ноожестдо [1;:3)о[4;+ оэ). > А..

Системы простых рациональных неравенств

Г;З;х - 8 < 1,
Пример 4. Решите сеdбему неравенств: 14 + 3 > 5

А Уорощая каждое недавенсбво сосбенЫ) палапом: 
[х < 3,

[Зх < 1 + 8, [Зх < 9,
4х > 5 - 3 14х > 2;

то есть X > 0. 5 Зоачиб) дешеоие нашей состены есть множестдо (0,5; 3],

являющееся общей паdбью онбердалов (-^<ю; 3] и (0,5; +оо),

[(3^х)(4 + х) > 0,
Пример 5. Решите сеdбему недаденств: | (2 + < 0

А Решим каждое нсродеосбво сесбемы. Решением пердого оеравенстдо 
ядлвется интердал | 4; 3], а решением второго нерадеосбва - нножестдо 
(-^(х^; 2)о(5; +^оо). Решеоием оошей сесбены яв5яебсв общая чаdбь эбоз 
мооиестД) то есть [4; 2).

Вопросы и задания
1 Что бакае неравенсбво? Придедите оромеры оеравенстд.
2. Придедите оромеры додносильных нерадеост^д.
3. ООъяснотс на оренедC) пап решаются оросбе0шее раеоональные 
неравеоства^.

Упражнения
Решите нераденdтдо (52^5^^):

52. 1) 6) (3^17х) (-х+8) d 0;

3) (3+5х) (2х2-^^х+4) d 0;

5) (х2+6х-^7) (х2+х+1) > 0;

7)

2) (х2+В^-6) (7x^11) > 0;

6) ' d <0;
2-х

1 , „ч 2х — 2 . х2-5х + 11
-l"'-

i-IX 9) 2 , ^0;
X -7

10)
X -J

2x2-Зх +
>1.



53. 1) (х^5) (З-^х) (2х+8) < 0; 

3) (3-5х) (2х2l^4^;4+4) < 0; 

5) (х246,х-7) (.х2+х+1) > 0;

2) (х2l^5х46) (7x+)1) > 0;
4)1ё7Г20’

6) < 0;

7 ^<1;

2-х
2х-2

О
X -5х + 1

9) 2 , <0;х^ -7
Ю)

х3+1

54.

55.

4х-1

Решите систему неравенств (54-^^^):
х 2х-1

< —х,
П о.,,...... 2)2х + 1> -^2х + 3;

< 1,

2х ^-Зх + 1
> 1.

1)
2(;с-5)<4(х + 3), 
2х -1> -^5х^; 2)

-х +1 — х
. 2 3 '-;
^>3-,
3 4 3
. 5 - 4х 6х 
2---------<—;

2 5

3)
Зх + 5<7х, 
2х-1 >^3х + 3.

Гбх + 5 < 7х, 
З)\бх-4^3х + 3.

+ - 
3 5

42-43 # ПРОСТЫЕ ИРРАЦИОНАЛЬНЫЕ НЕРАВЕНСТВО

Так как 1иеравеиств, как правило, представляют собой бес-
коенчные чuслквын ыеожнства, то проверить их, подставляя некоторые 
значопия енизвнсmекй, не представляется возможным.

Одним из основеых способов нахождения м.ножества решений является 
способ преобразоваеuй, приводящих к равнксильным неравоествам. От
метим, что возведенин в нечетную степень обоих частей неравенства при
водит к равносильному еераво'нсlт^\/

Если мы возводим обе части неравеества в четную степень, то нужно 
помнить, что мы получим равноситьное неравенство лишь в случае, когда 
обе части исходного неравенства ееотрепатетьны.

Неравеества, в которых неизвестное участвует под знаком корня на- 
зывантся иррациональным.

Для решения иррациональеого неравенства естественно привести его 
к равеосильеоыу путем возведения обоих его частей в соответствующую 
степень.

Рассмотрим простейшие иррациональные неравенства вида:
1) УАtх) < В(х) или ^А(х) < В(х);

2) УА(х) > Вtх) или



з) 7C(^)>V/^ или

Идрациона5ьоое оераденство вида ^А(х) < В(х) оло аоа5огочное ему 
неравенсбво лА(х) < В{х) равносильны состене неравеостд:

'а(х) < В'^(х), |Д(х))Я^(х),

А(х) > 0, о5о < А(х) > О, (О
В(х) > 0 В(х) > 0.

В dисбемах (1) пердае оеравеоdбдо палачолось оабен воздеденов в соо6- 
вебсбдающаю степень (в пдадро^б)) дторое нераденс•бво оредстадляет собоO 
услодое существованея кдадратного пороB) а третье оеровенсбво озоачает 
воеможоость возведенив д пдодрогд ____

АналогопнO) для тогO) пбобы решить недавенстдо вида yjA(x') >В(х} 
достабочно расснотреть состемы:

А{х)>В\х), 

В{х) > о
или

А(х) > о, 

5(х) < 0. (2)

Иррациональное оедаденсбдо вида \А(х) > ^В(х) радносильно системе

оераденство: J л(д-) > В{х),
' B(,x)>Q.

Так как обе часто оедавенства для допусбиних х ориномают необрица- 
тельные енапениB) то ваеведеное в пдадрат допустомо. В этом случае первое 
оераденство (3) полапо5ось в рееальтате воздедеооя в кдадраб) второе не
равенство оредставлвеб соОой условое dуществования квадрабного корнв. 
Очедо■доO) что услодее диоолняебсв автомабопески.

Пдавило (--(3) спобаюбсв оснодныно при решении ирраеиональныз 
неравенств.

Росснотрон несколько оронерод.
Пример 1. Решите нерадеоство: Vl О;з + 5 d -^3.

А Правав часть этого оеравснстдо отриеабельна) а левая оринонает для 
всех допасбиных енапеои0 х оеоброеательные значения. Паэтому оеравен- 
ство не онеет решеней. Ответ: Решеоой не существует^. А

Пример 2. Решите недаденст^дс^: у/Зх—9 > ^5 .
А Правав часть этого оедавенстда обриеательна) в то же дреня левая оро- 
оонает для всех допуdбимых енапеоо0 х неотдоцательные еоачеоия. Зоачоб 
даонае неравенство диоолнено для всехх, адов5етворяюш,их условию х>3.

Ответ: х е [3;+ас). А

(3)



Сугааdно правилу (1)

Пример J. Ғвшu2в неравенство: ^/2ч - 3 < 1.
^2;е-3<l0,

[0;^^3>0.
Так как, нdлуоие Вtх) = 1> 0 выполнено для всех х, иго о2дельно выпи- 

’З
сывать ни обяза2ваьно. Ответ:

Пример 4. Решити нвравенстоо : а/4ч-3 > 1.
А Это неғаоенс2оу решается по правилу (0). Так как, условие ВСх) = 1> О 
оипоанвну для осеч х, то мы можем выписать непосрвдс2оенно равносиль
ное нвғаввнс2оу: 4.е -3 > 12. Оmовр^. х> 1.

Пример 5. Решите нвғаоенство; ух + 18 < 2-х.
А. Это нераоенстоу решается по правилу (1):

х + 18 > О
2-х> О <=><!

2

х > ^18 
х < 2

^Г8 < х < 2
х <-2 <=>lГ<^JC<^0.

х > 2
05

•5;е-14 > Ох + 18 < (2 - х)

Ответ: хи[^18;^0).
Ғвшu2в нвғаоенс2во: Ух^ +х-0 > х. 

А Это нвғаоинdроу решается по правилу (2):
[х < О,(-

х < О,
«

«

х^ + х - 2 > О,
о

х > О,

х 1 +х^2 Ух2 «
*“

х < - 2, 
х > 1, о» 

х > О, 
х>2

х < -2, 
х > 2.

Отве^: х е (-^о^;—2]и>(^;чоо). д

Пример 7. Рвшитв неғаоенс2^о^е^: У2ч + 1 > У/^^Зх . 
Это нвраовнс2оо решается по праоиау (3):

2х + 1 > 2 - Зх
2 - Зх > О

1
х > — , »

5 1 Лу>-^<^x< — 
^2 5 3

х< —
3

т 1 1 Ответ: —<ч< —.
5 3

©



х < ^5,
X2 ^^5 > 0,

<=> ■ х>5, <=>
х + 6* 0

L.
X 6

Пример 8. Рошито норавенство: < 1.
х + 6

А) Найдем множество допустимых значений неизвнсmекй х:
х < -^6,
^6<х<^^5. 
х > 5.

Если х + 6 > 0, то мы можем возвести обо части заданноио норавенства 
в квадрат:

Г-^6 < х < ^5, -^6 < х < ^5, -^6 < х < ^5, р-

(.х > 5, <=> < _х > 5, <=. х > 5,1- <=>
Ух^ ^^5 < х + 6 х —25 < х2 + 1^х + 36 61

х >----- _
12

12 
х > 5.

При х < -^6 заданное неравенство обязательно выполнянтся.

Ответ: хн(^(^;^б)и ;^5 е[[5;^^оэ).

Замена переменной
Этот метод аналогичон соответствующему методу замены перемонной, 

использованному при рошонии иррациональных уравнений.
Пример 9. Рошито неравенсmвк: -9)%/х + %х + 18 > 0.

Д Выпишем неравенство в виде: + (У^) +18 > 0.

Введем новую переменную: t = %х, t > 0. В этом случал

С -i 6, р
-9t + +18 > 0,

КЗ,,^'
/>0

/>0

t> 6, 
0<t<3.

Значит^: х > 6, 
0<U^^33

х> 6 ), 

0< х < 34

х > 1296, 

0< х < 81.

Ответа: х о [0;8)]еl[l296;+кэ).

Пример —0. Решито неравонство: - .-------
%U^х

■ Введем новую порнмееную: %U^х = (, />0.
Отсюда, х = 15 - Т и получим рациональнке енравенсmво от переменной (:

В-х
< 1.



<0,--------------<0,

/ >0 f >0

[0-4)(r + 3)

/>0

Из посаеднего нираввнс2оа найдем х:

с>0<к4.

О< Уl1-х <4ув<гl-е^x<^l<o-^l<чt<ll5. 

Ответ: хи(-;Г5). А

Вопросы и задания
1. Что назыоав2ся иррациунааьным нвравенствум?
1.. Приведитв примеры иғрациунааьних нираоенсто, решаемых

равносильными преобразованиями.
3. Приведите пример uррацuунааьного неравенства, ни ими-

ющвго решений.

Упражнения
Для каких значений нвизвестного неравинства имеют смысл? (56^59)

1) + У/0x-(з::г 10^; 2) Уll8-0ч <3.56.

5В.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

1) \/w-у[*с~5 < 27;

1) лх^' -X > ^е^е/2;

1) Уч^ + Зх + 1 < х + 1;

Решите нераоенстоу (60-66): 
1) У2х -^1 < х + 2;

1) Л/2л2-4 < х;

1) х - 3 < Уч^ +4x^5;

1) У:ч^ + 6х > х;

1) л/2х+Т > У/^^х;

1)4;±>4+^;
У/х +1 2

2) -j(ч + 3)(х - 8) > х + 2. 

2) + е/l -X >

2) Ух2-1 > х-2.

2) У.ч2 -х-2 > 2ч + 3.

2) Ух2-55х + 250 < ч-^]^4.

2) л/22 -X ^ҳ/Ю-х > 2. 

2) х > y^:хХtl + У~хх:х-3)). 

2) y/Зч-еJ0ч + 1>1.65.



66. 1) 1.12х + 5 + у/х—1 > 8; 2) %х + 1 d ^^х'.

67.

68.

69.

И,

Пусть даны точки А(9; 4), /?(-4; 5). НаOдобе ноожество топек С(х;, у), 
адов5етводямщоз уdловою АС>ВС.
Пусть даны точки А(2; 4), В(-3; 5). Найдотс ноожесбво топек С(х; у), 
адов5етвадвмщох аdловою АС>ВС.
Пасбь даны точко А(4; 4), В(-5; 7). НаOдобе ноожесбво топек С(х; -у, 
адов5етводяющоз аd5овию АС>ВС.

1 Пусть даны точко А(2; 4), В(+3; ^5). Найдобе ноажество топек С(х; у), 
i адов5ебводвющоз аd5овою АС>ВС.
Пусть даны точко N(5; 4), В(-6; 5). Найдобе нножество топек С(х; у), 
адов5ебводвющох аdловом АС>ВС.
Пусть даны точко N(8; 4)) В(—1; 5). Найдобе ноажесбво топек С(х; у), 
адовлебводямщох условию АС>ВС.



Тестовые еодооив для коогроля
В кажом тестовом вопросе один из вариантов ответа «верный», а 

остальные -«нев^р^ные». При решении сле(дует отметить верный вариа^нт 
ответа.

1. Упажоте ровнаdольныс адавоеоив:
1) -^^=8; 2) 6х^4=х; 3) х2+-х+18=0.
А) 1 и 3; В) 2 и 3; С) 1 и 2; D) все.

2. НаOдобс оаоОо5ьшой кодеоь адовоеооя: (х-^5)(х+4)(х^11)=0.
А)-4; В) 5; С) 16; 0^)11.

3. На0доте санна кодоей бокваддабного аравоеоов: З.с^+8.д2-11=0.
А) 1; В) ^1; С) 0; О) 11/3.

4. Сполько дешеоой имеет соdтема^?
А) 1; | В) Ъ- |С)3; |0) 4.

= 10,
ху = 3.

5. Решибе адавоеоое: л5х + 9 = 7.
А) 2; В) 4; С) 6; 0)8.

6. Спа5ько дешеоой имеет состена^? f-Jx + 11,

А) 1; |В) 2; |С) 3; |0)^. [7^ = 30.

7. Паdбь даоы ботки А(3; 1) и В(7; 3). Найдобе точка С(5; х), 
довоаа.ца5еооаю от оих.

А) (В;-); В) (5;3); С) (4;-); О) (4;3).
8. Решите аравоеоое: 3-5*+з^Вз+2--^•Вз*^=68,

А) 1; В) -; С) ^1; О) 0.
9. НаOдоте целые рсшсооя уравоенов: 113*2+23 = j Jз2+25x.

А) 1; В) ^1; С) 2; 0)1 и -1.
10. В оепотодан госадорсбдс оаdе5еное ежегодоо анеоьшастсв оо 

3%о . Через спо5ьпо лет оасслеоис анеоьшотся оо 20%?
А) 6; В) 2; С) 8; О) 4.

11 Решите оедавеос^^во: (х2+6х-^7)(х2+х+1)>)0-
А) ^-7; В) [-7; ^1]; С) [7; ^1]; О) [7; 1].

12. Ыпо5ьпа целых реше0оO имеет оедавеоство )5?
А) И{; В) 11; С) 8; 0) 9.

13. Решоте оедавеос^^во: |4х—1| d^-.
А) [~7;1]; | В) [—7;—1]; |С) [7;-1]; | О) дешеоой нет.

14 - Ыпа5ька целых дешено0 онеет оеравеоство 13з + 12 <5 - л
А) 3; В) 4; С) 5; 0) 6.



Ответы
Глава I.
1. а) 5е.^; b) б^С-, с){2, 5}с;{),2Д6tВ,6}; ё) {3, 8, 62. а) I) {9}
II) {5, 6,7, 8,9,10, ^1,12,1^}. b) 1) 0II) {12, 3,4, 5, 6, 7, 8}. с) I) {13,5,7} II) 
{1, 2) 3,4, 5, 6, 7, 8, 9}. 3. а) 5; b) 6; с) 2; d) 9. 4. а) коенчеое; b) бесккенчное. 5. 
а) но перосекаются; b) порнсокаются. 6. а) ккнечнке; b) бесконечное; с) бес
конечное; d) бесконочноо. 7. а) I) Множество А - множоство целых чисел 
больших и равных ^1 и меньших или равных 1; II) {^1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}
III) 9. b) I) Множество А - множество целых чисел больших и равных -2 
и меньших или равных 8; II) {0, 1, 1) 3, 4, 5, 6, 7} III) 8. с) I) Множоство А 
- множоство целых чисел больших и равных 0 и меньших или равных 1;
II) нельзя; III) босконечеке. d) I) Множество дейсmвиmнтьеых чисел боль
ших и равных 5 и моньших или равных 6; II) нельзя; III) бескоеечное. 8.
a) А={х| 100 < х < ^^)) XEZb Ь) А={х;| х > ^^00, хбЕ^}; с) А={х1 2 < х < 3, хе(®}.
9. а))) 8 0, {а}, {5}, {с}, {а, 5}, {а, с}, {Ь, с}, {а, Ь, с}; II) 16 0, {а}, {Ь}, {с}, 
{с^, {а, Ь}, {а, с}, {а, cf}, {Ь, с}, {Ь, {с, d}̂, {а, Ь, с), {а, Ь, d}, {а, с, d}, {Ь,
с, d}, {а, Ь, с, с—; b) 2". 10. а) да; b) нет; с) да; ё) да; е) нет; О нет. 11. b) С^^М; 
с) С'={х| х > ^4, хеЬ}; ё) С-^{^г| 2 < х < 8, х0(®}. 12. а) {2, 3, 4, 5, 6, 7}; b) {0,
1, 8}; с) {5, 6, 7, 8}; ё) {0, 1, 2, 3, 4}; о) {5, 6, 7}; Г) {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}; §) {2, 3,
4}. 13. а) 9; b) 11. 14. а) 2, 10, О, 12}; b) {1, 2, 3, 4, 12}; с) {1, 8, 9, U)) 11, 12}; 
ё) {3, 4, 5, 6, 7}; е) {1) 2, 8, 9, ^0, 11, 12}; Г) {8, 9, U)) 11}; §) {1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 
U)) 11, 12}; b) {2, D, 11}; 15. а) Р={2, 3, 5, 7, 11, 13, И, 19, 23}; b) {2, 5, 11}; с) 
{2, 3, 4, 5, 7, 11, ^2, 13, 15, И, 19, 23}; ё) ^^=^'^-^^43. 16. а) Р={ 1, 2, 3, 5, 6, Ю, 
15, 30}, Q={1,2, 3, 5, 8, 11^, 20, 30); Ь) 5, 10}; с;) {1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 11^, i;^, 20, 
30, 40}; ё) 17. а) Р={Ъ2, 36, 40, 44, 48, 52, 56}, ^^{36, 42, 48, 54};
b) {36, 48}; с) {^2, 36,40, 42, 44, 48, 52, 54, 56}; ё) 9=7+4-^2. 18. а) Л=1-2) -t, 
0, 1, 2, 3, 4}, 5=^0, 1 2, 3,4, 5, 6}; Ь) {0, 1 2, 3, 4}; с) {-2, ^)) 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}; 
ё) 9=7+^45. 19. а) С=^^4) ^3, 4^2) ^1}, 5={^7) - 6, -^5, ^4, ^3, ^2, ^1}; b) ^^4, -^а, 
-2, ^1}; с) {-7, -6, ^5, ^4, ^3, -2^ ^1}; ё) 7=4+7^4. 20. а) Р={1, 2, 3, 4, 6, 12}, 
<)^^{1, 2, 3, 5, 9, 18}, К={ 1, 3,9, 27}. b) I) {)) 2, 3, 6}; II) {1, 3}; III) {1, 3, 9}; IV) 
{1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18}; V) {1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 27}; VI) {1, 2, 3, 6, 9, 18, 27}. с) 
I) {1, 3}; II) {1, 2, 3, 4, 6, 9, ^^, 18, 27}. 21. а) А={4) 8, 12, ^^, 20, 24, 28, 32, 
36}, В={6) 12, 18, 24, 30, 36}, С={12) 24) 36}. b) I) {12, 24, 36}; II) {12, 24, 36};
III) {1^, 24, 36}; IV) {12, 24, 36}. с) {4, 6, 8, 12, ^6, 18, 20 ,24, 28, 30, 32, 36}.
ё) 22. а) А={6) ^2, 18, 24, 30}, В={ 1) 2, 3, 5, 6, Ю, 15, 30},
С={2) 3, 5, 7, 11, 13, И, 23, ^9^}. b) I) {6, 30}; II) {2, 3, 5}; III) 0; IV) 0. с) {1,
2, 3, 5, 6, 7, ^0, 11, ^2, 13, 15, И, 18, 19) 23, 24, 29, 30}. ё)



23.

24.
a) А={1, 3, 5, 7, 9}

В={2, 3,5,1}^;
b) ^П£^={3, 5,1}

Аи^={ 12,3, 5,В,9}-

25. а) н^={1l 2, 3, 6} 
5={13l9^};

Ъ^n5={1lЗ}
Аи^={ 12, 3,6,9^};

1W J

и
26. а) {Ь, <, в, h}; Ь) {е,/, К, с) {а, с,/, & ij, К}; d) Ь, с, d, К); е)
{е, к}; 1) {h, А, е,/, h, ij}; g) {а, с, & А:; Ь) ^^, Ь, с, d, f, §, К). 2В. а) I)
{а, h, Ci d, hj}; II) {а, с, d, е,/,^ g, К}; III) {а, Ь, /, l}; IV) {а, с, dP}; V) 
{а, Л, и,/, i, l}; Vl) {а, в,/}; VII) {а}; VIII) {а, h, с, d, е,/, & h, ij, К, l}.



30.

а) и

'Х---"ХС 4'''—"X— 'ik— Ах"—"Х—ЧЙ

Ь)г/ 5^ с) V '— ё) и —



32. а) да, лужно; Ь) да, истинно; с) да, истинно; d) да, истинно; е) да, ис
тинно; 1) да, Ud2инну; g) нет; h) да, истинно; i) нет; j) да, неопределенно; к) 
да, неопредеаенно; 1) нет; т) да, неопредеаенно; п) да, неопределенно; о) 
да, неопределенну; р) да, ложно. 33. к) -тр: некоторие не2ыречугольники не 
параyлелогғаммы; т) -лг: 1 - нерациональнои чисао; п) -^1'; 23-^17У^12; о) Ы: 
50:7У^13; р) -ли: ғазнус2ь некотоғих ле2ныч чисел ле2на; ц) -1р: произведе
ние nусаедооа2еаьныч натуральных чисел не всегда ле2но; г) ^?: некоторие 
■тнпие углы не равны; s) -пг; некоторые трапеции не nараyаеаограммы;
1) -15; у тғенгульнuка два угла взаимно равны, однако он не равнобедренпий. 
34. а) ч>5; Ь) ч<3; с) d) у>1B; 35. и) нет, рост Мадины может быть
равен ^^0 см; Г) нет; g) да. 36.1) ч>5, хДМ; g) х - корова , хД {лошади, овцы, 
Коровы}; Ь) ч<B, хЕХ; 1) х - уненuца, хД {уче1^1^к1и}; j) х - деоолка - не уче
ница, хД {дево^^;м}. 41. еУр А д: Мадина - терапевт, а Муниса - стоматолог; 
f) р Л q: больше 15 и меньше 30; g) р Л q: обаалну и идет дождь; Ь) р Л д: 
Алим - чеғноооаосый и гоанбоглазый. 40. а) истинно; Ь) ложно; с) ложно; 
ё) истинно; е) ложно.

Ь) I) {2, 4, 6,8, 10, 12, 14, 16, 18, 20};
II) {13,5,6,7,9,11,12,13,15,17^, 18^, IS^};
III) {3,9,15};
IV) {15,6, 7, 11, 12, 13, 17, 18, 19}.

Ь) I) {2,3};
И) {1,2, 3,4, 5, 6, 7,11,12}; 
III) {1,4, 5,6, 7, 11, 12}.



48. а) -^.х; b) х Л у; с) х Vy^; ё) Л ^у; е) х Д 50. а) Сардор проснулся рано^; 
b) Сардор на ужин ел плов; с) Сардор на завтрак пл сметану и позанимался 
спортом; ё) Сардор в обод ел суп, а на ужин ел плов; о) Сардор пл суп либо 
на обод, либо на ужин.
51. а) с)
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52. а) но тавтология; b) тавmотогия; с) не 'тавт'ология. 
55.
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57. ё) Если будет солнечно, 
С я пойду купаться; о) Если х 

кратно 6, то оно четно; Г) Если 
в холодильнике ость яйца, то
Мадина испечет торт'.

59. а)р=>я; b) <=7.; с) -^я', ё) -^р; е) 4тр=>-4Я■; Г)p->-^(l■; g) -уЯ^Р', Ь)р<=ci; 63. а) 
Конворсия: Если Диора согретасЬ) то она надела джемпер; Инверсия: если 
Диера не наденет джомпор, то она не согрнотся; b) Конворсия: если два 
соответствующих угла двух треугольеиков равны, то они будут подобны; 
Инверсия: если два треугольника не подобны, то у них соответствующио 
углы но равны; с) осли 2х2=12) то х-±^У[б; Коевнрсия.• если х = , то
2х2=12. Инверсия: если ’х^!!!, то хф^^ ; ё) Конверсия: Если Алим ра- 
достеый) то он будит играть; Инворсия: Если Алим но будит играть, то он 
не будет радостным, о) Конверсия: если стороны треугольника равны, то он 
будет правильным; Инверсия: если треугольник не является правильным, 
то его стороны не равны. 64. а) Если у цветка нот шипов, то он -- не роза; 
b) Че-^^век, не принявший верной pошееие) не мо:жет быть с^^,дьей; с) Тот, 
кто не может попасть мячом в цоль, не может быть хорошим футболистом; 
ё) Если вещество не принимает форму сосуда, то это не жидкость; о) Если 
человек но успешен, то этот человек не честон и не образован; 65. а) Чело
век, не изучающий математику, не учится в 10 классе; b) Шавкат изу-чаот 
математику; Мирислам - но ученик 10 класса; невозмкжео сделать точный 
вывод. 66. а) если число х^ не кратно 9, то число х не делится на 3; b) если 
х - еочетнO) то его пксле,дняя цифра не равна 2; с) если еевеғнO) что АВ1\1Сй 
и АИ\\ВС, то АВСЭ - не прямоугольник; ё) если /-АСВф60°) то АСВ - не яв-



ляется право5ьоын 'треугольоиком. 67.1) если дан инеет дынодую бруб^у, то 
оо онееб ноксинан 3 окоа; II) если дом имеет Оолес 3 опо0) го оо не имеет 
бДаОа; III) еdло дон ое онеет т'дубу) то он ое ножеб онеть наксимум 3 окоа; 
69. а) Зх Р(х); Ь) Эх Р(х); с) Ух Р(х); d) Ух Р(х); с) Ух Р(х); 0 Ух Р{х); §) Ух Р(х); 
h) Ух Р(х); i) Эх Р(х^^, j) Зх Р(х^; к) Ух Р(х); 70. а) Сазан-^- не н5екооитающее; 
Ь) Все поpа5о онемб оедаdтатко; Г) Зо.^(^т^(^- зl^]^^шой элепбдопрододоок; §) 
Некоторые оозвооопоые несут яйца; Ь) Этот пеловек Оолео. 71. а) у - внук 
х; Ь) У каждого пелавепа есть дети; с) КаждыO человек - пей-то ребеоок. 
72. а) Если оекбо dчобоеб кого-бо своин ддагоH) го тот боже считает его 
сваон друг ом. Ь) Для каждого псладеко существает пе50веK) поторого он 
спотаеб другом; с) Есть бокой человек, котодаго все счобают сдоон другон; 
d) Для каждого пеловеко существают людO) каторые спотаюб его сдоом 
драган; е) Есть бокой пе5овеK) который dчотает каждого своим драгон; f) 
Для каждога пеловека) существует такой пелавеK) который считает его сво- 
он другон. 73. а) Для любого еелого числа существает кратное ему песло;
b) Саществает гакое целое чос50) которое делибся на все целые числа; с) 
Для каждога еслаго пос5а существаег его делибэль; d) Существует такое 
ее5ое пос50) оо котодое делятся все целые числа; е) Для вdякого целого 
пос5а саществаст его делибель; f) Существует такае целое чослO) которое 
де5обся на все целые песла. 82. а) 7; Ь) 14; с) 14; d) l; е) 5; f) 9. 83. а) 5; Ь) 6;
c) 17; d) 8; е) 3; Г) 2. 84. а) Ъ+с; Ь) с+^(!\ с) Ъ; d) а+Ъ+с; е) о+-+^-/; 0 d. 85. а) 15; 
Ь) 4. 86. а) 18; Ь) 6. 87. а) 7; Ь) 23.
Глава II.

1. а) /^6)30; ^/^^30; с) ¥238333; d) €4402.46. 3. $-60Д. 4.,^^144^(^0. 5.

€2Д-19.78. 6. а) 6^^%; Ь) 9.41%. 7. 1--•%. 8. 15.4%. 9. а) 4; Ь)7; 11. а)
3 3

€5512.69; Ь) $7-93.04; с) N 8938.83. 1-.^^7^.50. 13. €1418.75. 14. /^1660. 15. 
$274.83. 16. а) €111.39; Ь) /^^^^31; с) ¥77157. 17. $90-1.58. 18. €301.26. 19. 
а) $7650; Ь) $8151.65; с) $8243.81.

20. Годы Аморбоеаеия Стоомость
0 €2500
1 15% €2500 = €375 €—5
7 15% €—5 = <^^18.75 €1806.25
3 15% €1806.-5 = €270.94 €1535.31



Глава III.
1. а) 5; ^)-0;50; с)1;-9; ё) 0; е) -1; 0Г;-0,5; g) -1-, -^4,7-^ i) -d^;7;
2. а) 7; Ь) -^B1,o^5; с) нет корней; е) ^1;5; Г) ^1.
3. а) и Ь); а) и с); а) и 0; Ь) и ё); Ь) и ф; ё) и f); с) и е); g) и Ь).
4. а)(8^/)1;-3l11); с)(9;8). 6.Ь)C);1). В. а) 8.;-33/1^.

23
9. 78 деоуmек и 60 юношей. П. а) ^^—; Ь) 0; с) 32; ё) 0; 13. а) 0; Ь------ •

_о_ /ТТу! з 21 ^615. а) У— . 17, Ь) 0; 19. а) 5. 0Г. а) (9;7). 23. а) (-5;9). 25. —.

26. а) ^B),05; Ь) -М9-, с) ^2,5. 28. с) 0. ё) {B;-3l5}. 29. с) 0; ё) 1. 31. а) 0; Ь) 0.
3В. 3 года. 39. 8 ае2. 41. а) Г—9 ;-||Л; Ь) р18 ;-|Л. 73. а) (1;)); Ь) (713; 
2/3)- \62 62' V 5 5'

и[5;+«о);:^) (^-У;-1^и(д;+о^); 3) (^-^еу;-|уL;

1

53. 1) -4-’4i

4) х-у^;--0l5)UJ5^;+^еo); 5) c~уо-1]U[7;+^ео). 6) I -^еo;-—lU(0’+Уу)

л
7) С0,25; 1); 8) -оо;^ U 16. 

0|■
;9) II 7В-, 15 + в0г

■^CУ
15-^ >/^2^1

У
10) (O;0,5)U(Г^и)). 55. 1) У;Г;+Уее); 2) 0. 57. (^еу■-3]; 59. 1) 0. 2) 0. 

61. 1[O;)). 63. 1) C^oе-^)^(0;l). 65. 1) [81+®). 66. 2) [0,,^^;-+ее). 

68. у>5х+7. 70. ><Cч^0) 19. Ю. у> 15;^^3.
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В 10 классе начинается системное изучение стереометрии - раздела геометрии 
о пространственных фигурах. В разделе описан^! основные пространственные фи
гуры, многогранники, тела вращения, параллельные и перпенд^икулярные прямые и 
плоскости, а также их свойства.

Теоретический материал в учебнике изложен в простой и понятной форме. Все 
темы и понятия раскрыт^! при помощи различных жизненных ситуаций. После каж
дой темы приведены вопросы, примеры на до^казательство, вычисление и построение, 
которые помогают учащимся мыслить творчески и закрепить полеченные знания.

Материалы раздела пре,дназначены для учащихся 10 класса общеоб^р^^с^ЕАтельной 
школы. Также им можно пользоваться для самостоятельного изучения и повторение 
геометрии.
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I часть. Системное повторение планиметрии
1. Логичискои nос2ғоинии планиметрии................................................... 9В
2. Геуме'2рилесЕUв задачи и митоды их решения ..............................1B)0
3. Практический упражниния и приложения........................................ 10)8

II часть. Введение в стереометрию
4. Гиомь'трические фигуры в пространстве. Многогранники.............110
5. Тела вращения: циаиндрl конус и шарз...............................................116
6. ПраЕтичиские упражнения и приложение......................................... 119

III часть. Прямые и плоскости в пространстве
7. Прямые и плоскус2и в прост^^з^с^т^!^^................................................ 12^6
8. Построинии многогранникоо и их простейших сечиний.................131
9. ПраЕPические упражнения и приложение........................................ 135

СимвоаИl использооанние в разделе и их описания:

□
$

- описание теоремы

а! - описание аксиомы

вопросы по теме

актив^;зи^;ующие задания

— окончание до^казательства 
теоремы

— практическое задание

— исторические сведения

— геометрические 
головоломки

>|он



ЬЧ|^^Т»к

ЛОГИЧЕСКОЕПОСТРОЕНИЕГЕОМЕТРИИ__^
Геомегроя - эго оаука о пдоdгранdгденоой форне и полочеdгденних 

харакгеристоках предметов реального нида. Прочие dвоOdтда одсднстад 
озупамт другие дисцоолины. Если при изучеоии пдедмста употидать толь
ко пространственоую форма и размсдЫ) то оолачим аОстракгний аОъспГ) 
наеываемый геометрической фигурой..

Слодо "гео.мет̂рия" - грсческога ороисзоидения и в оередоде ознапает 
землеизмерение. Геометрию, оеупаенам в шполс, назидамг евклидовой по 
омеои древнегреческого упенаго Евклида. Гсoнетрия соdтоог из двух че
стей: оланонетдии и стереонетрои. Планиметрия озапает сдаOсгво фигур 
на олоскостИ) а стереометрия - в проdтранdгве (рис. 1).

Чтобы атличать геометречеdпое фигуры друг от ддуга) их dдоOстда 
описыдамг в дидс атвсдидениB) которас оазидомт 
определением^. Однопо, ооределоть все геанетрочеdпое 
фигуры недазмоино. Непоторие из них, оерданапа5ь- 
ние) виоуидени одооять Осз апредслеоив. Приномаем 
их за неоорсделяемыС) начальные (основные) геоме
трические фигу^р^^^.

Nогоческае пастроснее геаметрои осущеdтд5ямт в 
следующен оарядпе:

1. Вначале оринимамт оdновние (оапо5ьние) гео- 
метрипеdкое фигуры Оез оодеделения;

2. Пронинамт аdнавоые свойства этех фигад Оез 
допаеательстд;



3. Опрепрндн^тгд|^удрег^е^о г^о^кынч^ғекнe; (Ио гуры рфео ғғt^новеlKЕе ын гуиг^! р 
их свойства, а затем доказывают свойства этих фигур е утворждоний, истин
ность которых устана^вливаотся путом доказатольств, опираясь на езвостнын.

Такое nкстрооеио науки называют аксиоматическим построением. 
Свойства фигур, приеятыо без доказатольства, называют аксиомами.

В планиметрии, которую мы изучали до сих пор ксеовеыыи гоомотрр- 
чоскеми фигурами были точка е прямая. Их nринятр боз опғодотоеия. Но 
кnродотитр отрозок, луч, тғоугктьерк и другео гоометррчоскио фигуры. 
Тоенк так жо следующее свойства (утворждония) мы пренимаом боз до- 
казатольств в качество аксикы:

1. Аксеомы nррнадтежеостр
1.1. Какова бы ни была прямая на плоскости^, существуют точки^, при

надлежащие этой прямой^, и точки., не принадлежащие ей.
1.2. Через любые две точки можно провести прямую, и притом только 

одну
II. Аксеомы ғасnктожоеея
2.1. Из трех точек^, лежащих на пря^^1ой1, одна и только одна лежит 

между двумя други^м^и..
2.2. Любая прямая делит плоскость на две части: на две полупло^с^к^с^с^т^и:.
III. Аксеомы рзыеғееря
3.1. Любой отрезок имеет, определенную длину, большую нуля^. Долина 

отрезка равна сумме длин частей^, на которые он ра^збивается любой его 
точк^ой:.

3.2. Любой угол имеет определенную градусную меру, большую нуля.. 
Градусная мера р^c^з^e^ернутсгс угла равна 180°. Градусная мера угла равна 
сумме градусных мер у^о^в,, на которые он разбивается любым лучом,, про
ходящим между его сторонам^и,.

IV. Aксроыь откладыванея
4.1. На любом^ луче от. его начальной точки можно отложить един

ственный отрезок., равный данному.
4.2. От любого луча в определенную полуплоскость можно отложить 

единственный у^о^э^, равный данному, не ро^звернутому у^л^у>.
4.3. Д^л^я любого треугольника существует единственный рс^вный ему 

треугольник в заданном ра^сп^оложении относительно данного луча.
V. Аксеома nағатлетьекстр
5.1. На п^оск^осп^о^с ч^^резточко.н^е: л(^жо^ща,щ н^а дi^нд^с^H^ о^ож^о^о

провести не более одной пряжой.■, параллельной данной,.



Евклид
(356-300 года до н.э.)

Вывод HИKУTOFOГO у2оирждиния с пумощьи 
аогичискич размишаиний назиоаир доказатель
ством. Утвирждении, вирность KУ2OFУГУ уста- 
нуваина с помощью доказариаьс2оа, назиоаю2 
теоре^^юй. Обилно 2иорима dOC2УИ2 из нсаооия и 
закаюления. В первой части 2иоғими - нdлеоии 
оД'ьясняи2 что задано. А во ороруй части - за- 
кеюлинии формнаируют что PFИ'Дни'Гdя доказать.

Доказать теорему - это зналир, испуаьзня ии 
нсаооиеl опираясь на приня2ии и доЕазаннии рании 
dоойс2ваl рассуждая, привести к пғаоиаьнус2и 
предложения, сформнаирооаннуго в заклюлинии.
У2олниние усаовия и заклюлиния риоғими - разъ
ясняет ии, оДлегчает понимании и доЕазариаьс2оо тиуғимы.

ДрионигречисЕий нлиный nаа2он У2митuа ндиви2иаьнуи законумиғ- 
ность в гиомитрии: из соойd2Ol изучиннич и доказаннич рании, аогилиdЕU 
размыmаяя и оДдумывая, можно поанчuрь нуоии dоойdтоа. Сеидооа2иеьнУl 
используя эти удиви2иаьныи оузмужнусри, можно формнлируоа2ь уd2аеь- 
ныи свойства в видь тиорим, котурыи доказиоаи2 с помущьи еугилиdЕич 
размыmyинийl аксиом, а также соойd20l доказаннич до этого.

В пруцисdи размыmаиния заприщаится Udпульзуоании нидоЕазанныч 
свойств, даже если их правиеьнос2ь улиоидна.

Таким образом, если расdмарриварь гиоме2рии как одно здании, началь
ные понятия и аксиомы сус2авеяюр иго фундамент. Кирпичи, наожинныи 
на этом фундаменте - это нооии опғидиеяимии понятия и dоойdтоаl до
казанные в виде 2иорим.

В формировании гиуме2рии в Еачесрои самоd2оя2иаьнуй науЕи Дуеьmуй 
вклад онисаи дрионигрелисЕИИ нчинии. Например, Гиппократ Хиосский 
дал разъяснения о пироич гиоми2рилиdкич пеня2иях. ЕаиДоаьmuй оЕаад в 
этой оДласти nринадеижи2 оиаикумн дғионигғичисккуму нлинумн ЕоЕлидн 
(I56^IBB годы до нашей эры). Его уснуонуй труд "Налааа" dудиржи2 плани- 
митрию, стиреомирғию и никорурии оупғоdи теории оироярнуd2ийl кроме 
того, аагибруl основы тиории У2нуmиний, спосоДы оилисаиния площадей и 
оДъемов и также элиминты тиории придиеоо. Евклид в "Еачаyач" dуДраа вси 
достижения дривнигғичиdкич ма2има2ИЕУо тегу вримини и dуздаа оdноон 
для дальнейшего развития ма2има2ИЕu.



Омар Хайям 
(1048-^1131)

©
D

"Начало" dаdтоят из 13 книг и содериат перераба- 
тонние гдади древнегреческих учених V - IV веков 
до ношей эры. В нем оридедены 23 ооределениЯ) 5 
оасталатад и 9 аксиом. В этон труде даои правильные 
оодеде5енив оряноугольнока) пдодрото и акружност^о. 
Для точки и пдвмай ородедени следумщие ооределс- 
оия: "Топпа - это то, что не имеет часгей", "Пиния - это 
длиоо Оез широны".

В "Начолах" ородедени 9 акdион - диспазываноB) 
одонвтис Оез доказательства. Также ородедени слс- 

дамщее 5 нотенатичеспох унозак5ючсний (пасталатов)) 
оаздо5вмщие осаществлять геомебричеdкое поdгроения:

I. Через 5мОие две топко ноино ородесто только одну орямум.
II. Отрееоп орвноO ноина Оеспонечоо продолиить.
III. Из лмОой топко моино оаdтдоить окруиность ороиздольныго ро- 

диаdо.
IV. Все оряние углы дадни неиду собой.
V. Если две првмиС) леиощое в адноO олоскостИ) оересеченние третьеO) 

оОдаеумт днатреннос аг5И) dанна паториз неньше двух орвмиз углов, го 
при орадолиенио дишеаоонвнатиз одямиз они оересекатdв с той dторонЫ) 
где dуммо углов неньшс двух пдвниз углов.

Упоiмвнатий груд оалупи5 огроннум сладу и оризнание. Особеноо V 
оосталат стал одечеоай Оа5ьшой ноачной диспассии. Если оОоеначоть 
днутденние углы в V оаста5аге аир Cдиd. 1), а орвмые а и Ь, то по смысла 
этага оостулата о+р d180°) и орвмис а и Ь пересекамтся.

Мнагое учсние) оигтовdь даказагь оосталат V, заменяло его другино 
радносильныно аноеоплмпенияни. Например, аксиома параллельных оо- 

глиОспого натематипа Яна Плейфер (1748^1819) 
едупог топ: На плоскосто из точки, расоолоиенной 
дне одянай) ноино оровесто только одна орвмаM) 
оароллельнам этой орямой.

МотенатоП) поэт, астраном и фолософ Омер 
Говdоддин Абул Фахт ибо Ибрахом Хайям такие 
еанималсв этой еадачей. Хайям д dдоем сочиоеное 
"Конненгарео к слоиностян д двадной часто книги 
Едп5еда" оdтанодилсв на V оосту5ате. Он, оитаяdь 
доказать поdгалат Евклида как теорему, рассмотрел 
одянаагольноп с двумя првмимо углами д оdоодо- 
ноо и сделал видоД) что, если два угла при ниинен 
оdоадаоио орвмие) то и углы при дерхнем оdнода-



Н.И.Лобачевский
(t792-t856}

нии должны быть прямыми (ррс.2). Хайям гквкғит:
"Две прямые, перпендикуляреые одной и той же пря
мой, не могут пересечься". Итальянский математик 
Д. Саккери ()667-^1733)) не знакомый с работой Омара 
Хайяма, занимаясь V постутаткЫ) также обрателся 
к прямоугольне^к^)^. Данный nряыоуготьерк воmет в 
оснквания геометрии под названием "nряыоугкльник 
Хайяма4Uаккери".

Эту проблему решил ветркрй русский математик 
Николай Иванович Лобачевскей, построев еоовклидо- 
вую геометрию. Лобачевский впервые доказал, что 
пятый постулат Евклидовой геометррр не связан с
другими аксиомами. Эта иеоыотрия пктеостью оттиеалась от £вктрдквой 
геометрии. Однако, ни к каким тогиеескры пғотивоғееияы это не nғрветK) 
несмотря на то, что две иеоыотрии не ыогтр существовать одеквреыенек. 
Несмотря на это, Лобачевский сделал новые ғезутьтатЫ) которые также не 
имели логических пғотивоғоеий. Новая иекыетрия и геометрия Евклида 
потеостью совпадали по первым четырем аксиомам. Эта группа аксркы р 
их стедствuя наsвати абсолютной геометрией.

Однако, неевклидовая геометрия (геометрия Лобаеевсккик) серьозек 
отличалась от геометрир Евкледа. Напримор, в геометрии Лобаеевсккио 
сумма внутренних углов треугктьеика может быть ыееьmе п, подобных, но 
неравных треуиольников не сущест^ву^ет, ыножествк точек, равекудаленных 
от данной прямой, являются но прямой, а кривой тререй р так далее.

В создание неевклидовой иеоыетғрр веести большой вклад веегерский 
математик Янош Бойяи (1802-^1860) и ееыоцкuй математик Карл Фридрих 
Гаусс ()T11-^1855). Также большую работу по описанею новой иокыетрре 
nродетали итальянский ученый Эуджееик Dотктраыи t183В4^1900) р немоц- 
кий математик Бернхард Риман (1826-^1866).

Начатая Евклидом аксиоматика в некоткроы смысле получила sаверmенио 
в работах немецкого математика Давида Гильберта (1862^1943) и русского 
математика Венеамина Федкровича Кагана (1869^1953).

Вопросы к теме

1. 4jn{} вы зн^гте о Евклиде, кот^орый изложил систе:му аксиом гзожетрии?
2. Расскажите о сочинении Евклида- ”]^еачяла’”.
3. Ч1то такое определение? Каки^ фигуры- на плоскости являются осн^ов- 

ны.ми (начальными}, прин.ятыми без определения?



4. Чем отличаются друг от друга теорема и акс^юма?
5. Перечислите и сформулируйте аксиомы планиметрии.
6. Как построена геометрия?
в. о че^м И пост1улат Евклида и почелгу его пыта.^ись доказать?
8. Расскажите обученных, пытавшихся доказать И поспулат. и их ра6^)тих.
9. В чем заключался вк^лад Лобачевского пр^л создании новой геометрии?
10. Расскажит/е об уч^е^н^ы^, создавш^лх неевкт^овую гео^^гетр^лю и их трудах.

^ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ И 
МЕТОДЫ ИХ РЕШЕНИЯ

Как Диао 02милину рании, одно из dамич замила2иаьнич dоойс2о гио- 
митрии заЕаилаи2dя в оозмужноd2u создания нооич нроиғждений на осно- 
ви рании изнлинниЧl доЕазаннич придложиний, с помощьи рассуждений 
и аогилеdЕУго миmеинuя. С помущьи этой замела2еаьнуй оозможнуd2u 
доказиоаитdя и ус2аоmuися нPоиғждиниЯl оираженние в видь тиорим или 
задач, оснооиоаяdь на аЕdиумач и ранее доЕазаннич dоуйс2оач. На основи 
э2огу и пояоеяаudь ма2имарилеdЕuе или геоме2FилесЕuе задачи.

В ма2ема2uлисЕой задаче пғuоодя2dя данные (усеооuя). Яdпоеьзня их, 
2Fибне2Cя л2о-2о найти Cоилudеuрь)l или доЕаза2Ьl или пос2FУИPь. Випуа- 
нинии посраоееннич PFиДооанuй и яоеяе2dя ғеmением задачи.

ГиометғuлесЕие задачи в суу2ои2сроиu с пос2авеенным рребуоанием 
деаярdя на оилudаu2иеьний задачи, на задачи, 2ғеДнищuе доЕаза2еаьс2оа, 
uсслидооа2еаьdЕuе задачи и задачи на пос2роение.

Для решения маримарилеdЕOЙ задачи знание нсаооuя нидус2а2олну. 
nғедпуаагаи2ся также налилuи наоиЕоо и упи2а решения задач. ЧтоДы 
доДиться 2аЕuч наоикоо нужно нала2ь с решения прос2ич задач и посаи- 
дооарельно пиғечодuрь е ғеmенuи Доеее dаожныч. Тулно также нужно 
Fаdсма2рuоа2ь ғазлилнии меруди ғиmения и для их нdпеmногу уdооенuя 
Fеmа2ь мнугу задач. Каждый метод применяется для опғедееиннуй группы 
задач. Чем боеьmе мирудуо вы Дудите применять, тем боаьmе поанлu2и на- 
оиЕУо ғеmинuя задач.

Ниже мы ос2анооuмdя на неЕ02Уғич наuДоеее оажнич ми2удач риши- 
ния геоме2FuлеdЕUч задач. Мероди ғеmенuя задач по C2рнЕ2уғе деея2dя на 
син2итичесЕuйl анааuтuлеdЕuй, доЕаза2еаьd2ва от пғотuоногу и другие. Л 
по примененuи аппарата маремариЕu деея2ся на методы: алгиДғаuлеdЕuйl 
оеЕ2урнийl Еоуғдuна2нийl оилudаенuя площадей, подоДия, гиоме2рuле- 
сеого преоДразования.



Синтетический метод: оdоользав дание аслодия еадачо сгдовт ееоачка 
логоческих рассаждеоий. Цеоаппа орада5иамт до тех оар) оака се оаdледнсс 
здсоо не содоадет с трсОоданоен еадапо. в К/_______ С

= /Ы. (1)

/l2 = z^3. (2)
А1 = А.Ъ.
АВ = ВК.. (3)

Пример 1. Биссектроса орвмоугольнока де
лит его dтодона на отрееки длоной 7 см и 9 см 
(дос. 1). Найдите перинетр првнаага5ьника.

Решением. Пусть АВСИ - орвноугольнеП) АК -
Оеddептроса) К е ВС, ВК = 7 dH) КС = 9 см (о5о ВК = 9 dH) КС 1 dн).

1. Так кап ВС || AD и АК dскащаЯ) го 
кап днугреноие накдесг леиащос углы.

2. АК — Оосdекбдоса:
3. Из (1) и (-) d5едает^) что
4. Тогда гдеугольнип АВК ддооОсддеоный и
5. Исоользав это, в паидан случае диоалоии
1' d5апай. АВ = ВК = 7 CH) Р = 2{АВ +ВС) - 2 (7+16) = 46 (см).
2- слапай. АВ = ВК= 9 сы,Р = 2^(АВ +ВС) = 2 (9+16) = 50 (см). □
Эта задача вхадог д посло оподоиз задач, гак пап нногее еадачо со- 

dгавлямг на осноданио аналагечной идее. Беddепгроси оара55елограмна и 
тдапееоо отсекамг ог олоскаdги этих фигур ьаднаОедренные гдеагальнико. 
О таких даиних фактах нуино ооннеть всегда. Они очень оонагамт оро 
дешенио других задач.

Аналитический м^етод еаклмчаетсв в том, что, оdходя из тдсОодания 
(дидода) атвериденов (теорсми или еадачо) и аооравсь оо оздестное ут- 
дериденое) сброотся цеоопка лагопеdкиз расdажденой) каторав оопаеыдаеT) 
что треОоданое вдляетсв следстдосм ас5оди;в.

Пример 2. Dопаиите) что dерсдони стоьон 5мОого четирсзугольоика 
вдлямтdв дершинамо оара55слагранна.

Д^с^казатель^ство^. Паdть АВСй - чстидезугольноп (рос. -)) АК = КВ, 
ВЬ = ЬС, С<) = QD, АР = РО. Пдодсден доагана5и АС и ВО петидехуголь- 
-.ика.

1. КЬ средовя 5оооя аАВС: КЬ
2. РQ средовя 5оооя А Ай)С'. АС
3. Из (1) и (2) следает: КЬ
4. Аналагочно: КР
5. Из (3) и (4) омеем: К^^^Р 

гдамм. □

В
АС (1); 
РQ (2);

(4);
<2

D
оадал5е5O(



Fассыотғееные выше срететрееский е аеалитрееский методы также 
называются прямыми жзтодсжи. Пре реmееии задач прямыми способаме 
сеаеата анализеруется устовее задачи. По результатам анализа выбирается 
метод, посте этого строится е разбирается модель (чертеж) задаче в врдо 
ррсунка. В таком русле ведется обсуждееее р переход от устовря задаче 
к ее ғеmению.

Есть и обратный метод ғеmонря задаче. С ним мы часто статкрвалрсь. 
Называется этод метод '\жетодом^ донаоатзльства от сротиеног^с ". При
ведем алгорртм еспотьsоваеия этого метода.

Алгоритм сримзнзния метода донаоатзльства от противного.
Теорема (прямое 
у гверждение)

Если имеет место А , то имеет место В.
(.А и В - некоторое yт^в^еl^ждение}

Д^о^кааательство:
Предположив^:
обратное:

Предположим утверждение, обратное тому, которое при- 
^^.дено в теореме, т.е., что условия теоремы выполнены, но
следст^вия не имеет мест^а^:
Если имеет место А, то В не имеет мест^о.

Ироведе^г рас- 
сужбенил:

Проведем логические рассуждения, основанные на уже 
дс^казанных теоремах или принятых аксиомах.

Приходим к 
прот ивиреч то:

Приходим к утверждению, противоречащему уже доказанной 
теореме или принятой аксиоме.

Делаем вывод: Значит, наше предположение неверное, т.е. данная теорема 
верна.

Теорема доказана

У

Пример 3. Если каждая ез двух прямых nаралтельеа третьей, то оне 
пағаттетьнь между собой.

Пусть заданны прямые а е Ь, и пусть каждая из них пағалтетьеа третьей 
прямой с. Докажем теорому ыеткдоы доказа- /д'ч а 
тельства от протрвек^г^к.

Д^о^н^сос^т^зяь^ст^е^о. Пғедоткжеы протрвеое: .У.____________
Пусть каждая из прямых а п Ь nағаттетьеа 
третьей прямой с, но сами прямые но парал
лельны друг лруг^у, то есть кее пересокаются в некоторой точке А (рис. 3). 
Тогда через точку А прямой с проходят две прямые а р Ь, параллетьеые ей. 
Это пғотиворееит аксиоме nараллельеостр. СтедоватетьеO) nредnотожееие 
было ееворныы. 3еаееT) осле каждая из двух прямых а е Ь nағалтетьна 
третьей прямой с, то эти прямые пағатлетьеы между собой. □



Выmеприоеденный метод оdнуван на следующем логичесЕУм законе: из 
двух пғУ2иворечащих друг другу у2оержденuй только одно верно, а другое 
аожнOl третьего не дано.

Теперь рассмотрим другие методы решения геоме2ричесЕUч задач.
Ал^гебраический ме^од
При решении геоме2ғичеdкич задач аегеДраическим ме2удом целесо

образно пользоваться следующим аагоритмум:
1) проана,аизирова2ь содержание задачи и построи2ь модель его лер2ежа;
2) обозначить неизвестные ДуЕвами;
3) по условию задачи соd2аои2ь нғаонении или систему нраонений;
4) решить составаенные нраонения или системы нғаонений;
5) проанаyuзирова2ь nолулинное реmении;
6) написать о2оет.
Пример 4. Периметр nрямонгоаьного 2ғенгульника равен 36 см. Отно

шение гипотенузы к катету раону 5:3. Найдите стороны тренгоаьника.
Пусть задан ААВС, где /.С = 90° Р — 36 см, АВ ; АС = 5 : 3.
Решение. ОДозначим коэффициент прупоғциональнос2и Дуквой к.
Тогда АВ = 5к, АС = Зк..
По теореме Пифагора: АВ^ = АС^ + ВС^ или 05Л0 = ^к^+вС'.
Откуда, ВС = '^^'Зк^-^^^к^ = 4к;
По усаовию задачи: Р = 36 см, Р = АВ + АС + ВС.
СледуватеаьнOl 5к + 3к + 4к= 36. Откуда, к = l;
Тогда, АВ = 5к = 15 (см), АС= Зк= 9 (см), ВС = 4к =12 ^см).
Ответ: 15 см, 9 см, 12 см.

Метод плош^адей
При решении некоторыч геуметричисЕич задач применение формуа 

оычисаения площадей Дыстро пғиооди2 к ужuдаемому резуль2а^тн^. В этом 
санлае требуемые в задаче неизвес2ные начодя2 из уравнения, пулуненнуго 
в резуль2а2е уравнивания площадей оспомогарельныч фигур. В этом dаунае 
2ребуемые в задаче неизоестные нахудят из уравнения, nолнненного в ре- 
зуаь2ате уравнивания площадей вспомога2еаьныч фигур. nродемонс2ғируем 
это на саедующем примере.

Пример 5. С2ороны 2реугуаьника 13 см, 14 см и 15 см. Найдите высо2Hl 
которая опущена н! с2ороE^н^, равную 14 см.

Решени^е. Пусть задан 2реугоаьник ААВС, где а < Ъ, Ъ < с, т.е. а = 13 см, 
Ъ = 14 см, с = 15 см и к, - искомая оысо2а.



По формуле Гсроно: 8с =^р (р-а) (р~Ь) {р с) —^21-8-7- 6 = 3 •7-4 =84 (см-).
1По другой формалс емеем:

1 84Тагда) ~2 Ь Иь = 84. Откуда, Иь = = 12 (см). Ответ: 12 см. □
Векторный меткой
При решенои геонетрическох задач векторним методом целесаоОразна 

оольеоватьdя следующон а5гаритмон:
1) оередести задапу на язык депторов, то есть рассмотреть некоторие 

деличини (атдезки)) еаданныс в еадаче как декторИ) соdтавить депторнас 
даденства;

2) осоользув свойdтда дейстдой над декторами ореобраеодать векторные 
равенства и найти неездеdтное;

3) дернать с дектоьнаго веипа на геометроческой;
4) еаооdать атвет^.
Метод депторад оdоальеустdв оро решении задаП) в которых тдеОуе^^dв: 
а) допазать парал5ельноdть прямых (отрезков);
О) поделить атрезки д еаданнон атношенои;
в) оокаеатЬ) что тдо точки лсиат на одной прямой;
г) оокаеатЬ) что четирсхага5ьнок вд5яетсв параллелограннон (ронОоH) 

траосцоей) кдадратаH) орямоагальнеком).

Пример 6. DокаиотС) пта dсдедини dторон выоук5ого петирезугольнока 
вдлямтсв дершинано параллелагдамна.

Пусть АВСИ задонныО пстидезугольнеK) где АК = КВ, ВЬ = ЬС, 
СО = 0Д, АР = РЭ (ьиd. 4).

Доказательств^о. 1. Заменед отдсзки соотдетствумщоно декторани А В, 
АС, ВС, DC, АЕ), КЬ, Р(2, ВЬ, К^В, еапошем задачу векторным взыкон;

2. Исоользаем для с5оиснов дсктород правилом треугальноко^:
АВ + ВС=аС, кв + ВЬ = КВ- С

— 1 , — (£)
Зная, что КВ = ^2 АВ п ВЬ^- ВС,

-I- ОТ — Я О -1- 1 D

8 = -4- ь h,.
Ь>. D

палупаен KL= КВ + ВЬ= 
= 4" (АВ+ВС) = у-

2 А В +2

'у АС-

ВС

ЛоалогечнO) РО

3. КЬ=Р{), то есть эти дсктари адонаково наоравлени и их длины рад- 
ни. ЫледодательнO) по ориенака оада5.5е.5ограмма четырезагольнок KLQF 
ввлветсв оараллелогранмон. □



В(Ь;с)

4(0,0)

С{с+Ь;с)

Метод координат
Прр решенир иеометрееескрх задач методом коордреат потесообраsео 

пользоваться следующим алиоғртыкы:
1) проанализировать содержаере задачи е записать иекмотғиеескую за

дачу на языке координат;
2) преобразовать вьғажееио р вьеестить его sеаеоеио;
3) перевестр результат на иеоыетррееский язык е записать ктвет
Методом координат чаще всего решают следующее задачи: а) на нахож-

денре иеомотриееских мест ткеок; б) на дккаsатетьствк завесемости между 
лреейныыр этемеетами геоыотриеоскех фигур.

Прр реmеере задач методом координат важно ғапекеатьео выбрать 
систему коорденат Данную фигуру следует разместить ктносететьнк осей 
координат таким кбраsоЫ) чтобы как можно больше координат нужных точек 
равеятись нулю или одеоыу р тому еисту'.

Задача 7. Докажите, что пағаттето4 
грамм, драгкеалр коткрого равны, является 
пғяыоуикльниь^оы.

Доказательс.тво. Выберем систему коор
динат так, чтобы вершины пағаттетограыыа 
емелр следующее коордреаты (рес. 5):

Л(0; 0), В{Ъ; с), С(а+Ь; с), Э(а; 0), где а > 0, Ь > 0, с > 0.
Выразим расстояния между точками А, В, С, Р через ех кккғдинать:
АС= 1(а + Ь-0))^ + (с-О)^ ) во = л^а - ЬЎ +(0-c)l
Где у(а + Ь- 0))^ + (с - О)’ = Л{а - Ь)U+(0 - с)^
или (а + Ь - 0)2 + (с - 0)2 = (а - Ъ) +(0 - с)’. Отсюда, 4 а Ъ = 0.
Но а > 0, тогда Ь = 0. Это, в свою оеоғедЬ) означает, что точка В (Ь; с) 

лежит на оси Оу. Поэтому аВАИ nряыоугктьный.
Отсюда стедуеT) что nағаттетоираыы АВСО является пряыоугкльникоы.

Метод геометрических преобразований: метод поворота, метод сим- 
метрир, метод nағалтетьноик nерееоса р метод гомотетри. Прр реmеери 
задач методом геометррееских пғообғаsоваеий наряду с даееыми геоме- 
трреескрми фигурами рассматриваются е фигуры, пклуеенеыо в результате 
опредотоннкго nреобразоваеря. Определяются свойства новых фигур е 
переносятся на данную фигу^р^у^. Затем выбирается способ реmееия задачи.

Всо приведенные выше ыотодЫ) гдо используется больше свойств гео
метрических фигур, называются иеоыотғиеескрыи методами.



Важное напоминание!
Материал., приведенный в данном разделе, необходи^1 для повторения 

платиметрии. Задач для повторения очень .много. Возможно не получится 
рассмотреть все в классе. Независимо от этого, советуем, вам решать 
их самостоя^тел^ь^н^о.

Вопросы к теме
1. Что вы понимаете под математической задачей?
2. Какие виды геометрических задач вы знаете?
3. Какие методы решения задач вы. знаете?
4. Расскажите о синтетическом и аналитическ^ом методах решения 
геометрических задач.
5. Что вы знаете о прямом и обратном методах решения задач?
6. В чсем заключается метод доказательства от противного? 
в. Объясните алгорит1м решения геометрических задач аналитическим 
мет^о^д^с^м..
8. Объясните алгоритм решения геометрических задач векторны^^1 
методом.
9. Какие задачи обычно решают векторны^^1 мето^дом?
10. Объясните алгорит^^1 решения геометрических задач методом ко
ординат.
11. Какие задачи обычно решают методом координат?
112. Объясните метод геометрических п()еоб)разований.

1РАКТИЧЕСКИЕ УПРАЖНЕНИЯ И ПРИЛОЖЕНИЯ

Г.Г. При переселении доуч прямых оДразованы летыре угла (рис. 1). 
Найдите соо2ветсроие между каждым условием (А — Е) и выводом, сле
дующим из него (1 - 5):
A) ^L 1=У^3;
B) а2 + ^Ъ = 180°;
C) /.1= ^l2 = 90°;
D) а2 + у7 = 260°;
E) /.3 = 90°.

1) 73 = /^4 = 90°;
2) У1 = 1.2 = у4 = 90°;
3) /^1 и у4 - смежные;
4) 11 и /^3 - острые/
5) У 2 и /-4 - оертuЕааьные.

А
В
С
О
Е

Г.0. Нижи приведены градусные значения некоторич углов (1^7). Опреде- 
аитеl какие пары этих угаоо могут быть смежными.
1)18°; 2)70°; 3)108°; 4)62°; 5)28°; 6)108°; 7)38°.



А) 1 и 2; В) 2 и 6; С) 3 и 4; О) 1 и 7; Е) 2 и 5.
1.3. Найдите дероое убведидение. если /.1 = ¥.1 (см. рис 2).

N) о || L; В) а 1_ Ь; С) а и 6 не псресекают^св;
1.4. Если на рисунке 3 СО || N5, /11 = 12 и /^2 = '72°, то /.3 = 1

N) 1-°^, 5) 1^4°; С) 108°; D} :66°■, Е) 124°.
1.5. Найдите агол межда боссектросой и Оокодой сторооой равнаОедреноого 

треагольоока) если отоошеное углов д тдсагольнике равоа 3 :4 : .5.
А) 18= 

©
В) 36°; С) 7-°■, О) 60°; Е) 30°.

1.6. Найдите градаснам меру днешнего угла К МЫ треагольнока КМ1, изо
браженного оо росаоке 4.
А) 135°; 5)10^8°; С) 45°; D) 1^5°; Е) 117°.

1.7. Определоте дероые раденdтва (дис. 5).
А) аАВО = д0СО; В) ВА = СО; С) аАВО = А^СС^Ю;

аАОВ - 1DOC; Е) ±ВАО = iDCO; Г) аВАО = lCDO.
1.8. Найдите углы треугольника ВОС, изображенного на рисунке 6.^

___ .с ® ®

А) 48°, 48°; 84°; В) -4°) 13-°) 24°; Ы)132°) 48°, 48°;
Е)4-°)90°)48°; D^^^%°3-°, 20°■

1.9. Даны три оопароо касамщисся акруинасти с радиусамо 6 см, 7 см и 
8 см, ееотди которих являются дершинано тдеугольнока (рис. 7).

Найдоте оерометр этого треугольника.
А) 28 см; В) 29 см; С) -‘7 см; О) 42 см; Е) 21 см.

1.10. Сторооа квадрата равоа 20¥—. Найдоте дадоус окьажоостИ) дписаноой 
д этот квадра^т^.
А) 20; В) С) 10; D)5y;-;■ Е) 5.

1.11. Одно из осоованой тдаоецои на 8 см длеоее другого, а сдеднвв лиоия



равна 10 см. Найдете ыеньmео кснование трапеции.
А) 2 см; В) 4 см; С) 6 см; Ц) 8 см; 1)10 с^м.

1.12. Найдите площадь ромба, драгкнали которого равны 10 м и 36 м.
А) 90 м’; В) 92 м’; С) 180 м’; О) 184 м’; Е) 36 м’.

1.13. Найдите угол между прямыми а р Ь на рисунке 8, если прямые тип 
паpа.ттe.льеы.‘
А) 50°; 5)!^^°; С) 100°; D)65°;, Е) 115°.

1.14. Найдите площадь тғеугктьеика на рисунке 9.
А) 6; В) 9;, С) 12; О) 24; Я) 30.

1.15. По ресунку 10 найдете сторону ВС треуготьника АВС, вписанеоио в 
ккружность радиуса К.
А) Я; В) R^2/2; С) К<2 ; О) К<3Я; Е) К^ЗЯ/2..

1.16. Найдите длину ккғужнкстИ) стягивающей круг, с площадью 9л см-.
А) Зл см; В) 9т см; С) Ил см; О) )8л см; Е) 6л см.

1.17. Найдите площадь круга, вnрсаеекго в квадрат со стороной 6 см.

С

А) 9л см’; В) U^■4л сы1• С) 36л см’; О) Ил см’;- £Ь18л(^м“.
1.18. Радиус окружнкстИ) впрсаееой в квадрат, равен 5 см. Найдите диа- 

икнать квадрата.
А) 5т/2/2; В) 5T^; С) 5 /4; D) 10-2; Е) 2D33 .

1.19. Найдите еесто сткрое правртьеого ыеогоуготьерка) если сумма его 
веутронеих углов равна 1600°.
А) 12; 5)14; С) 16; 0^)18; Е) 20.

1.20. Найдете перрмотр ромба, деаиоеатр ко-торого равны 24 см р 18 см.
А) 120 см; В) 60 см; С) 84 см; О) 108 см; Е) ^^4 см.

1.21. Одна рз сторон пағалтетогғаыма) перрметр которого равен 48 дм, на 
8 дм длинен другой. Найдите меньшую сторону паралтетоираыыа.
А) 8 дм; В) 16 дм; С) 6 дм; О) 12 дм; £Ь^0,aм.

1.22. На рисунке 11 вне равнобедғееного треугольника АВС построите 

Что



два радних днешноз угл;о NEM и СВК. Ытарони этих углов оересекамт 
првнам АС д точках Ми К соотдетdтв^со^оо. Dокаиете раденdтда тдеа- 
гольноков МВС и КВА.

1.23. Оорсде5оте дзаомное расоа5аиенее орвмиз АВ и СО, иеабдаиснних 
на рисунке 12. Обоdнуйте сдой огдсг'.

1.24. В треугольник АВ С оо рисунке 13 дооdана акружность. Тапко касаноя 
окруиности ТУ и 2 делят сторани трсагольнока АВ и АС на отрезкO) раз- 
оосте которих равни 3 см и 4 см dаотдетственна (АЫ > ИВ, AZ > 7С). 
Найдоте сторони треагольнока) еdле эго оеро■метд равен 28 сн.

1.25. Вокруг равнастороннего треугальника аоосана акдаинасть радоаdа 
Зл/Г . Найдите радиус дпиdанной окраинасто.

1.26. Вокруг равноОедреоной траоециO) угол при аdнодании котодой 30°, 
ооосаоа окруиность. Найдите dдсднмм леоою траоециO) Сd5о сё диdо- 
та равна 7 см.

1.27. Вокруг окруиности ооиdана раднаОсдьеннав трапецоя с аглан оре 
осноданио 150°. Найдоте дисота 'траосцие) еdло ее сдедояя лонов ьадна 
16л/3 .

1.28. Найдите бокодум сторону дадноОсдреноаго треуго5ьнока с оdноданоем 
16 см и дисотой) ооащенной на это аdнаваное) 15 см.

1.29. Висота АО треугольника АВС делит его сторону ВС на отрееко ВО 
ОС. Найдоте сторона ОС, если АВ = 10л2Г см, АС= 26 см и В = 45°.

1.30. Сторооа ромОа равна 10 dM) а одна из диагоналей 12 см. Найдоте радиус 
дпосаооой д ромО окружнаdти.

1.31. Через топку) располоиеооам на расdтовооо 12 см от центдо акдужности 
с радоуdом 15 dM) продедена задда. Найдете длона хорды.

S
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Язвес2H0l что фигуры деая2dя на паоские и пространсроенниеl в зависи
мости от того, распоаужена фигура только на пyоскости или в пространстое. 
До сих пор мы на нрокач геумерриИl в основном, изучали соойстоа плоскuч 
фигур. В конце 9 класса мы расdмо2реаи свойства некорорыч простран- 
с2веннич фигур: призмы, пирамиды, цилиндра, конуса и шара Срис.1). В 
пааниметрии изнлаю2 соойd2оа паоdЕич фигур, а в стереометрии - свуйd2оа 
проdтранdтоенныч фигур. С2еғеоме2рия (от грелеского "5У^:^(иоз" - "про- 
странс2венный"l "р^(^tгео" - "измеряю").

©



Продметы, изображенные на ррсунко 2, как символы пространствееных 
тел, дают nредставтение о них. Все продмоты ккружающегк нас мира имеют 
три измерения, их форма похожа на какую-нибудь геомотрическую фигуру. 
Вы познакомились с такими фигурами в ккнпе 9 класса. Топорь начинаом 
системнке иsуеение курса стерокметрир. Сначала вкратце еапкмним 
некоторый сведения об элемонтах mркстраественных фигур.

Многограннин - это mркстранствеенке толо, 
кграничонное плоскими ынкгоуикльниками.
Плоские многкугольники называют гранями 
многограннина) их вершины - вершинами много- 
гранни^н^с^, а стороны - J:^з^б^рами много^р^с^н^н^v^н^с^.
Отрезок, соединяющий две верmиеЫ) но прр- 
надлежащие одной грани, называют диагональю 
мnогограннина (рис. 3).

Границу многогранника называют оик поверх- 
ность^ю!. Многогранник делит mркстранствк на 
две части. Одну из них, бесккнеенуЮ) называют 
внешней областью, а кираниченную часть вну
тренней областью мн^о^г^о^г^f^с^н^н^t^н^с^.

Если многогранник распкткжен по одну сто
рону от плоскости, проходящий через любую его грань, то мнкгкгғанник 
называют выпуклым мн^о^г^с^г^I)a^^^^l^н^с^м. Наmррмер) куб - выпуклый много- 
граннрк. На рисунке 4 изображен мноиогғаениK) не являющийся выпуклым. 
Позже мы будем изучать простейшие меогкгғанники: призмы и пирамиды.

МногкгранниK) двп грани ккткркгO) являются равными мнкиоуго.тьника- 
ми, а остальные - mараллетоираымамИ) называют приожой (рис. 5). Равные 
грани называют основания^ми, а пағалтеткгғаымы боковыми граня^ли мнкгк- 
гранника (рис. 6).

По числу сторон в основании мекгкгғанникu разделяют на трзуголь^н^ы^з^, 
четырехугольные и т.д. п-угольные приз^лы.

На рисунке 5.а изображена треугктьеая призма АВСАВ1С] на рисунке 
5.6 - четырехугольная призма lO,-



Если Доковая грань призмы перпиндикнлярна оснооании, то ее назыоаир 
прямой призмой, если ни пирпендикуаярнаl то наклонной призмой.

Если уснооания прямой призмы яоаяи2ся пғаоиаьними мнуiонгоеьнu- 
ками, то иго называют правильной (рис. 8).

Призма, оdнуваниим ку2урой яоаяи2dя параллеаограмMl называют парал- 
л^е^ле^п^и^п^едом (рис. 9). nараааиаепипеды. как и призмы, могут быть прямы
ми и накаонными. Прямой nағаалеаепиnед с пғямоугуаьным основаниим 
назыоаю2 прямо/угольным параллелепипедом (рис. 10). Ясно, что все грани 
пғямуугольнугу паралаиеепипида будут прямунгоаьниками.

Три ребра пғямонгоеьнугу параеаилеnиnедаl исчудящие из одной вир- 
mинИl назыоаи2 его измерениями.

nғямунгоаьний параеаиаипuпед с равными измерениями назыоаирdя 
кубом. Ясно, Л2У гранями куДа яоеяю2dя равные Еоадра2ы.

7
/.......

МногугранниЕl одна из граней ко2урого яоаяи2ся мнугонгоеьнuЕоMl а 
Уd2альние - 2FИнгоаьниЕамUl назиоаи2 пирамидой. Мнугуугульник на- 
зиоаи2 основанием; а рриугульниЕи - боковыми граня^1и. На рисунке Ю 
изоДражена пя2ингоаьная пирамида ТАВ^СйЕ. nя2ингуаьниЕ АВСРЕ - ос
нование пирамиды, 2ғенгуаьники А ТВ, ВТС-, СТО, О ТЕ и ЕТА - ее ДуЕовии 
грани, а Т - ее виршина.



По пиdлу dтодон оснадания ьазличамт треугольны^е^, четырех^’гольные 
и т.д. п-угольные пирами^ды..

На рисунке 13 изоОраиена тдсагальнаЯ) а ое росункс 14 - чстидсзагаль- 
ная оиранида.

Если оdоаванием оераниди вдлвстdв оьадольоий нногааго5ьноK) а 
атрезоK) соедооямщой дершина оираноди с цснтдон оdнавоноЯ) педоен- 
дикулярен любой прямой, прадсденной в п5аскоdти оdноданев чсдсе этот 
центр, то ес назидамт правильной пирами^д^е^й..

Выdота Оокодой грани, опущеннам из дсршоны пдадильнай оирано- 
да, назидамт апофемой. На доdанке 14 ееаОьаиена орадольнав поранида 
АР()^К^5^. Отрезок АВ вд5ветсв аоафемай этой поданиды.

Теорема 1.1. В правильной пирамиде: а) боковые грани; б) боковые 
р^е^бра; в) апофемы р^а^вны между собой.

До^казап^ель^с^в^^. Пусть ()А:Ау.. ;1^оьаде5ь- 
нав порамида) а О центр ее аснадания (реd. 15).

а) Отдееко ОА^, ОА„, ... ОА^ вдлямтdя радеа- 
самO) оооdанной в орадольный ннагаага5ьоок 
окраинастИ) ооэтома ане радни неида dаОай.
Так как в орямоагольних треугальноказ Q0A 
0ОА? ..., О^ОАп радны по два катета, то ано давни 
нежду саОай. Тогда их гиоатенуеи также Оудут 
родными: QA = QA= ...=QA

б) Так как Ооковые реОра прадельнай поьаниди ОАА2— А„ дадни меида 
dоОой) то её Оокадые грани вдлямтdя дадноОедренными треугальникане. А 
д силу того, что оdнаданоя этих треагальников вдлямтсв dторанамо пра- 
дольнога моогоугольника) то и оно радни неида соОай,

ЫледадательнO) Оокодие грани подамоды ьавни по трен сторонан.
в) Так как бокодие грани правильной перамиди давнИ) то апафенЫ) 

пдодеденние из дедшони О-^ такие ьадни неиду dоОой.
ЫледадательнO) в прадильнай пирамоде апафены радни меида dаОай.□
Т^^lсре^^а 1.2. Площадь боковой поверхности правильной пирамиды 

равна произведению полупериметра основания на ее апофему^.

Док^аз(^г^ельство. Пусть ОА/12-.. А„пради5ьнав пиранода (ьоd. 15). Пло
щадь Ооковой подерхооdти оирамоди родне dамме плащадей ее Оакавих 
граоей. А ее Оакодие грано - это дадние неиду dоОой радноОедденние тре- 
агольники. В сдом очередь, висоти этих тдеаго5ьнокод - это такие дадние 
неиду dаОай апофемы:

0Е = 0Е)= ...=(0Е,



в

Отсюда 5 = 5аДА+5аД^А^ + ••• + ^А^Д^А я=
= iА,А;■QЕ,+ ТАЛеQE,+ ...^^^гА.,А,•QЕя=

- ОЕ, (АА,* Л/<+ ■•• +'^.А,) =р -а. 
гдо р - nктупеғрыотғ ксекванря пирамиды, а - апофема пирамиды. □ 
Вопросы к теме

1. Какие геометрические фигуры- а) плоские; б) пространственные?
2. Какое тело называют многогра^нником? Определите его элементы.
3. Какое тело называют призмой? Определите ее элементы.
4. Какие виды п]1изм вы знаете?
5. Сформулируйте определение прям^^угольного параллелепипеда.
6. Какое тело называют пирамидой? Определите ее э.лементы
7. Какие виды пира^^тд вы знаете?
8. Сформулируйте свойства правильной пира^^тды.

ТЕЛА ВРАЩЕНИЯ: ЦИЛИНДР, КОНУС И ШАР

Еще один важный класс пғкстраествеееьх фигур - это тела вращееря. 
В ееик входят цитиедF) конус е шар.

Толо, nолуеенное пре вращенре пғямоуиотьерка вокруг одной ез своих 
сторкH) называется цилиндром (рис. 16 - 18).

При таком вращееии одна из сткғое nряыоуготьерка остается ееnо-
основание (7^

— образующая
боковаяповерхность

двржной. Ее называют осью цилиндра (рис. 11).
Uтоғкеа) nротивопкткжеая оср, поверхность цилиндра, а саму сткроеу 

называют образующей цилиндра.
Каждая из оставmрхся сткғое пғяыоуготьерка при этом вращеери об

разует круговую пквоғхексть. Эти круги называют основания^^1и цилиндра.
ТотK) пктуееееке пре вращенри пғяыоуготьеоио треугольнека вокруг 

кдекио из катетов, называют конусом (рис. 19 -21). А этот катет осью конуса.
Другой катет пряыкугкльноио тғоугкльника образует при этом вращонре 

круг, еаsываемый основаниемо гепотенуза образует боковую поверхность 
конуса., а саму гипотонузу называют образующей ноuус^с^. Кроме тоиK) не-



подоижнни вершину 2рингоеьнuЕа назиоаир вершиной конуса (рис. 20).

Тео{^<^ма 1.3. Площадь боковой поверхности конуса равна произве
дению половины длины окружности основания на его образующую.

Доказательство. Пусть заданы радиус сснсвания конуса г и оДразу- 
ющая l (рис 00). Развернем ДуЕУоую пуверчность Еунуdа на паУdЕ0d2ь. 
В ғезнаь2а2е получим сеЕTур круга радиуса i (рис. 23). Найдем цен2раyьний 
угол с) этого сек2ора (рис. 01). Э2У2 угол упираерdя на дугу dикроғаl ғаонугу 
деине окружности уснооания - 2кг.

Изоес2нOl ч20l длина окрнжнос2и радиуса i равна 2^1 и она d2ягиоаи2 
центральный угол в 360°. В резнаь2а2е пуанлuм пропорцию:

центральный нiое в сз” - дуга, равная 2к^г; 
центральный угоа в 360° - дуга, равная 2л/.

Откуда ф: 360"
2п1 ■2пг-- 360" • г 

I

Теперь найдем площадь 5 dеЕ2оға радиуса i с центральным нгеум сз: 
кр кР ^^0'-= пг-1. и

360<>
ф° = 360^‘s = I

ТеаOl поанленное вращиниим круга воЕруг сооегу диаметра, называир 
шаром (рис. 24). Поверчноd2ь, пуанченнни при этом вращении, назиоаир 
сферой. На рисунЕах 25 и 26 изоДражина сфера.



Фармули площадей Оакадай и палоай подерзнастей тел дращенов:

Т
h
1

Цилиндр
= 2 кгh

+ 5,
бок.

5 =2 5 . ..опол. оси. бок.
= 2 лг)+ 2 кгИ

5 о = к г1бок.
5 = 5; + Сбпол ОСН. бок.

= кг^ + кг^1

5 = 4 кг^

У Пример. Найдете плащадо Оокадиз падерзноdтей следамщоз тел.

__ 5 смт15 см

5бок.

1 

6 см
--2к,^И = 2 3,14-6-15 = 

= 565,5 (см^)

Вопросы к теме

12 см

5 =4 кг) = 4 3,14 8^ = 
= 804,2 (см^)

5 по —кг^^^-кг^ =
="'3',14 5-12 + 3,14 52- 
= 26, (см^).

1. Приведите примеры тел враще^н^и^я^.
2. Какое тело называют цилиндром'? Определите его элементы^.
3. Какое тело называют ксзуссм? Определ-ите его элементны..
4. Какое тело называют шаром? Опреде^^ите его элементы..

fiisj



^б^^ГПАкТ'ИЧЕС КИЕ. УПРАЖНЕНИЯ И ПРИЛОЖЕНИЯ

2.1. ДоЕажи2еl что Докуоие грани прямой призмы - прямоугоеьникu.
2.2. Докажите, что площадь ДуЕУоой пуоиғчнуdти прямой призмы равна 

пғоизоедению периметра уснуоания на бековои риДро.
23. Какая проdтранd2венная ауманая изображена на рисунки 1?

© а) с

г)

д) з я

д)

о) /г:

2.4. Какие из тел на рисунке 2 являются многогранниками?

в)б)

Д)

0.5.На рисунЕи 3 изображен мнугугғанник 
ABCDEFA,Вг- Назооире:
а) грани с общим ребром Д) грани с общим
реДром DDj-, в) грани с общей оиғmиней Е;
г) грани с общей вершиной С^; д) реДра с общей 
оерmиной А; и) риДра с общей оеғmинуй Р^.

0.6.c^dнуоанием прямого парааееаипипеда яоаяе2dя 
ромД. Сторона ромба равна 8 м, а диагональ 
24 м. Найдите площадь пуануй пуоеғчнос2и 
параааелепипеда.



2.7. Докажите, что все грани nряыоуиaльеого параллетепеnеда являются 
прямоугольниками.

2.8. Uткроеа осеованея nғавртьнкй тғеугольеой призмы равна 6 см, а ребро 
Fавек 11 см. Найдете площадь пктеой поверхеости призмы.

2.9. Uтороеа осеквания nғавртьекй и--^r^г^J^^]еой призмы равна а, а ребро /?. 
Найдите площадь бккквкй и nктнкй поверхности призмы. Еслр: а) п=3, 
а =5, /^=10; б) n=4) а-1)) /1=^30; в) п= 6, а= )8) /?= 32; г) п= 5, с^= 16, к= 25 .

2.10. Апофема пғавртьекй тғоуиктьеой пирамиды равна 15, а дтреа отрезка, 
скодрняющеио вершену перамеды с пентғом осекваниЯ) равна 12. Найди
те: а) боковой ребро и сткғкеу ксеоваеия пирамиды; б) площадь боковой 
nкверхексти пирамиды; в) площадь полной поверхеости пирамиды.

2.11. Оснкваеро nравртьекй еетьғохуготьеой пирамиды равно 12 см, а 
дтреа отрезка, соодиеяющеик воғmреу пирамиды с цеетром осеоваееЯ) 
16 см. Найдито: а) бкковке ребро р апофему; б) боковую пквеғхность;
в) полную mоворхеость пирамиды.

2.12*. nағалтотоиғамы ЕЕСН со сткғкеами 10 см р 18 см р площадью 90 см’ 
яуляется ксеоваеиоы пирамиды КЕЕСН. Длина отрезка, скедиеяющая К 
ворmреу призмы с точкой О пеғесееенея диаиоеалей пирамиды, равна 
6 см е преnендикутярое этим деаикеатям. Найдите: а) боковье ребра;
б) боковую nоверхексть; в) полную поверхность пирамиды.

2.13*. Осекваереы пирамиды является пағаттетоиғаыы со сторонамр 
8 е 10 р ыееьmой драгкеатью 6. Длена отрозка, соедреяющеик веғmреу 
пирамиды с ткекой пеғесоеееея драгоеатей) равна 4 см. Найдите: а) бо- 
кквье ребра; б) боковую пквоғхексть; в) полную повоғхеость пирамиды.

2.14*. Uткғоеа осеоваеря пғавртьеой mестеуиотьеой перамеды равна 
10 см.. Длина отрозка, соедреяющеио веғmиеу перамеды с пеетғоы ос- 
екваерЯ) равна -69 . Найдете: а) боковое ребро р апофему; б) боковую 
пквоғхексть; в) nктеую повоғхеость пирамиды.

2.15. Площадь боковой nквоғхексте пғаветьеой mестеугктьеой пирамиды 
равна 150 м’ а бкковке робро 10 м. Найдите площадь ксеоваеея пира
миды.

2.16. Докажите, что боковая пквеғхексть цилиндра равна nрорзведеерю 
длены окғужексти ксекваеия на образующую пртиедға.

2.17. Найдете площадь боковой пквоғхностр пртиедға по радиусу ого ос- 
екванея е образующей, а) 7 см р 12 см; б) 12 см е 7 см; в) 1 м р 12 м;
г) 0,7 мр 1,2 м.

2.18. Найдите площадь осекваеея пртрндра) еслр его боковая поверхность 
равна 300 см’, а образующая 6 см.

2.19. Найдите nотеую поверхексть петредра) если его боковая поворхность 
равна 90л см’, а образующая 5 см.

2.20. Диаметр ксеованря ПPTPедға равен 1 м, а образующая равна дтиео



окруиноdто оdноданев. Найдоте площадь ОакадаO 
подедзноdто цо5ондро.
2.21. ООьазамщав цо5ендда на 12 см дленнее ьедеаdе 
его оdнаданов. Площадь полнай паведзнаdте це5ен- 
дра равна 128 dм-. Нойдоте оОдазамщум це5ендра и 
радиус его осноданоя.
2.22. Наина пакдаdоть Оак в форне цолондда) ееаОда- 
иенний на доdаоке 4. Сколько краски оатдеОаетdв для

этага) еdло дисата Оака равна 2,5 м, доонетд 
аdноданев 1,2 м и толщина dлов кьаdке 0,1 нн?
2.23. Ыкалько иеdти потреОуетdя на оеготодле- 
ние тдуОИ) озаОьаиенной на роdанке 5, длена 
катодай додна 25 м, а деаметр 6 м? УпотиватЬ) 
что на швы дасзадамтdв -)5 % п5ащаде Оака- 
дай падерзноdте траОы.

2.24. Радеас осноданов конаdа даден — HH) длина отрезка) dаеденвмщега 
дершена конуdа с центрон его оdноданея ьадна 35 мм. Найдете Оокодам 
подедзноdть кооуса.

-.-В. Найдите Оокодум подерзнаdть кануdа) еdло деанетр его аdнодонев 
равен 32 см, а длина атреека) соединямщего дершону канаса с цеотдан 
его аdнования равна 63 dн.

-.-6*. ООразамщая кооаdа дадоа ;, а агоЛ) катаьиIй она оОраеает с п50dкаdтьм 
осноданиЯ) равен о. Найдоте площадь асооданев каоаdа) еdле: 
а) ; = 10 dH) о = 30°; О) / = 24 дH) о = 45°; г) / = 5 м, о = 60°.

2.27*. ООдазамщая конуса дадна / и она dастадлвет с радиаdан аdнаданов 
угол о. Найдите полнам подерзнаdть кооаdа) еdло: 
а) ; = 18 см, о = 30°; О) / = 20 дм, о = 45°; д) / = -)4 м, о = 60°.

2.-8*. Найдите Ооковую подедзноdть канусО) если дадоаd его осноданев и 
оОразающая dоотдетственна радны:
а) 11 см и 8 см; О) 8 мм и 11 мм; д) 3 м и 18 м; г) -)1 м и 1)- н.

-.-9. Наино отремонтировать канната) иеоОьаиеннам на диdанке 6. В кан- 
нате омемтdв дверь с иенеденояно 0,8 м оо -)- м и акоа с оенеренивне 
183 см и 91 см. Дверь наина пакрасоть с двух dтодон. В таО5оце при- 
дедеои цены ня краdка двух додад. Випеслоте неоОхадоние средdтда

Вид краски Объе^ Площадь по
] краски

Цена

Для стен 41 16 32450 сум.
21 8 20800 сул.

Для дведо 21 10 м^ 23600 сум.

1 1 5 15400 сул.

2,1 м

4,2 м
3,5 л/



2.30. Найдите площадь полнуй пуоирчности многогранниЕO0l используя 
данные на рисунки 7.

® 1-т

t------1

l,,dl м

0,92 м ,61 м ’Bl6^ м

10 м

-

d см-

12 м

6 м

2.31. Найдите поаную пувирчнуd2ь пағааае- 
аипипеда по его ғазоиррЕИl изоДражен- 
ной на рисунки 8.

2.32. Найдите формуан оилисеинuя пуаной 
пуоеғчнос2и пғаоиеьнуй ле2иреч- 
угоаьнуй пирамиды, изуДраженной на

-75 см

122 [



2.33. Найдите полную nоворхнксть тел вғащоеиЯ) рзображенных на рис. 10. 
б)

2.34. Чтобы туеmе представить собе пғостғаествеееье фигуры потоск- 
образно пользоваться их ыодотяые. Используя развертке ыекикиғае- 
еикоB) можно построить их ыодоти (рис. 11). Вы ведете, что развортке 
ыеоиоираееиков составтоеь ез nткскрх гокыетрееескрх фегур. По
стройте модели nғяыкугктьекио nағаттетоnиnеда) куба е пирамид, 
пользуясь пррведеееыыи неже разверткамр.

2.35. Найдите полные пкверхексте тел, иsкбғажеееых на рисунке 12.



К)

4 м.

л)

3,3 м

о)

I

1,8 м

1,6 м

2,5 м

И— 1м ~Ч

Геометрическая красота

В древности, при создании памятников архитектуры, наши предки об
ладали серьезными геолетDическили знания^^1и и умени^я^ми:. Это ложно 
увидеть на примере исторических памятников, построеиных на площади 
Регистан в городе Са.ларказде (рис. 1).

Какие геометрические фигуры вы видите на фотографии камплекса 
Ичан-Ка^па в городе Хива (рис. 2)?



Тадж-Махал - одно из семи чудес света (рис. 3), исторический памят
ник, построенный падишахом Империи Бобуридсв Шох-Джохонсм в городе 
Агра,, в Индии. Ксuечнс же создатели этого мавзолея-мечети обхюда.ли 
отличными знания^^т геоме^т^р^и^и..

Сиднейский оперный театр в Австралии - выдающееся сооружение 
современиой архитектуры. (рис. 4). Он привлекает внимание своим удиви
тельным геaлетрическим видом.

Невозможно не восхититься геоме
трической красстсй и гармснией раз
влекательного ком.плекса ''Са^1аху Sсhс", 
псстрсенногс в столице Китая Пекине 
по проекту известной женщины архи
тектора Заха Хадид из Ирака (рис. 5).

В стол^ице нашей Родины псднимается проектируемый комплекс Тс^1ш- 
кент Сити.. Можно только представить, какие знания геометрии требу
ются инженера^! для опоздания эт-ой удивит^ельной красоты (рис. 6).



ПРЯМЫЕ И ПЛОСКОСТИ в ПРОСТРАНСТВЕ

ПРЯМЫЕ И ПЛОСКОСТИ В ПРОСТРАНСТВЕ

а

Осеовные геоыетриеескре фигуры в 
пространстве: тоека) прямая е птоскксl^ь. 
Плоскость мы представтяеы в врдо по- 
веғхеости стола (рис. 1 а). Птоскость как 
и прямая бескоееееа. На ресунко пред
ставляем тотькк часть птоскостр (рис. 1 б). 
ОдеакO) мы nғедпклаиаеЫ) что он можно 
пғкдотжрть в любую сткғоеу и на чорто- 
жо изображаем в виде паралтетогғаыыа 
(рис. 1 б). Птосккстр обкsеаеаеы пропес- 
ныме гғееескеые буквами а, (5, у ... .

Две прямые в nркстраество могут пересекаться иле не пересекаться 
(рес. 2). В пғостғаество дво прямын, не лежащее в одной плоскости, на
зываются скрещивающимися (рес. 2 а).

Прямые, тежащро в одной птксккстр и имеющрн только одну общую 
тоеку) еаsьваются пересекающимися прямыми (рис. 2 б).

Прямые, лежащие в одной плоскостр е еепеғесекающеесЯ) называются 
параллзльными прямыми (рис. 2 в).



Пронером dкрещовамщезсв пдяниз ногут Оить две доьаге) одно из 
катарих прохадит по эdтакаде) а ддугав под эстакадой (реd. 3). Топна так
же, орвмие) на которых лежат реОра МУ и L ] М] параллелепопеда яд5вмтdв 
скдещодамщомоdв (рис. 4).

Как даdполоиени отноdоте5ьна друг ддага прямая и олоdкоdть в ода- 
странdтде?

Првнав моиет лежать на олоdкоdте (рис. 5.0), пересекать ее (рес. 5.6) 
или не переdекатЬ) то есть инеть или не енеть с олоdкаdтьм аОщам точку 
(роd. 5.д). В поdледнем dлучае гадаряT) пта прямая параллельна плоскост^у..

Карандаш, лежащий на dто5е) дает одед-тадленое о одвнай) лежащей 
на плоскости (реd. 6 а), стрела, напрадленнав в цель (роd. 6 О) - о одвнай 
пересекамщей nлоdкоdтЬ) геннаdтопеdкое Одедно и пол dnортедного



в)

Точно также, прямая, содержащая драгоеаль АЕ параттетопрnеда А СЕС 
(ррс. 6.г)) лежет в nтоскксте осекваеиЯ) пересекает плоскость гране АСА jG - 
е паға.лтетьеа пткскксти воғхееик осеованея А^С^Е.Су

Теперь рассмотрим вsаеыеое ғасnотожееее птоскостей в nростраество.
В nғкстғаестве nткскксте могут пересекаться по прямой (рис. 7 а) или 

не иметь общих точек (рис. 7 б). Тогда иовкғяT) что эти птоскости соот- 
ветственео пзрзсекаются или порсллзльны.

Крышка стола р его боковуmка) езображеннын на рисунке 7в дают пред- 
ставтение о пересекающихся пткскостяX) а пол е потолок в пкыещенри 
(ррс. 7 г) - о паралтетьеых птосккстях.

AеалкгеееK) не nрктевкпотожеье боковые гранр паралтетепрпода (рес.
4), дают nғедставтенее о пересекающихся nтоскостяX) а его верхняя е нрж- 
няя гранр е пғктивоnкткжеье боковье гране - о паралтетьеых nтосккстях.

Знакр пағалтетьнкстр - " ||" используют не только для паралтетьеых 
прямых, но е для nаға.ттотьеых прямой е пткскостр р для паралтетьеых 
плоскостей: а || Ь, а || а е а || Д

В стереоыетғре) как е в птаееыотғре еекоторьо иеоыетғрееские свой
ства фигур принимают без доказатетьств. Стедующре свойства плоскостей 
называем группой аксикы С е пренимаем ех без доказательств.

Если три точки не лежат на одной прямой^, то через них можно про
вести плоск^ос^к^1^, и притом только одну.

Если две точки пря^^юй принадлежат одной плоск^ост^ио, то все точки
этой прямой принадлежат этой плоск^ост^и..

в^1 Если две плоскости имеют общую точнy, то они имеют общую пря- 
му^о проходящую через эту точ^нуf.

Анти^ви^оирующзз упрсжнзниз■ На какие аксеомы можно сослаться при 
кбъясеенре следующих случаев на ррсунко 8?
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Эти три аксиомы вместе с ооеденнымu в планиметрии аксиомами яв
ляются основой стереометрии. ЕеоДчудиме напумни2Ьl что все фигуры, 
рассматриваемые в планиметрии, dчи2ааись расположенными в одной 
плоскости. В с2ереомерғии 2акич nаусЕOd2ий Дисеонично много и пред- 
полагаеся, что на каждой из них имеют место все аксиомы планимитрии 
и все доказанные в ней свойсроа. nуэ2омуl аксиомы паанимиррии в курси 
C2ереоме2рии рассмарғиоаи2dя с точки зрения d2ереоме2рии.

Теорема 2.1 Через прямую и не лежащую на ней точку можно про
вести одну и только одну плоскости^.

Д^к^аза^телъство. Пусть I - заданная прямая, а С 2олкаl ни лежащая на 
ней (рис. 9 а). Сначала докажем существо
вании ПаУCK0d2Иl о ЕУ2УрУЙ гуоори2ся в 
закаилинu^u.

Отмитим на прямой l тулки А и В. По 
уdеуоии ролки А, В и С не лежат на уднуй 
прямой. Тогда по аксиоме С- через 2очки 
А, В и С можно провести паУdЕ0d2ь а 
Хрис. 9 Д). А по аксиоме паосЕУdть а 
пручудит через прямую i. Сеедооа2еаьнOl 
а - искомая nаоdкуdть..

Теперь докажем, что эта паоdкос2ь 
единс2оенна.



Предnолоиом оОротное: Пусть перее доооам првнам / и не лежащую 
на ней точка С маина nравеdте еще одна плоскость /?. Тогда nлоdкость /? 
также пдозадит чедез топко А, В и С. Однако, по акdионе С; чедез три точко 
nдазадот только одна плоdкоdть. Пдатоводечие.

СледадательнO) наше оредnалаиение недерно. Через nдвмум и не лежа
щую на ней точку ноина nродеdто одну и только одна nлоскоdть. □

Теорема 2.2 Через две пересекаю
щиеся прямые можно провести един
ственную плоскость^.

Док^а^за^^^ел^^с^п^t^с^. Пусть nдямие а 
и Ь nересекамтdя д точке С (роd. 10 а).

Отнетин на првно0 а топка Д, от- 
лочнум от точки С. Тогда по докаеаоно0 
теареме 1 через прямам Ь и не лежащую 
но ней точку D ороходит едонdтвеннав 
nлаdкость (рос. 10 О). Эта nлоскоdть 
nдахадит педез nрямам а и топке С иД, 
лежащие на ней. Тогда, по аксеане Ы^,1

nласкость о прозадот и черее nдвнам а. Следодательно, nлаdкоdть о про- 
задит черее две nедеdекамщиеdв nдвние.

Dокаиоте единdтвеннасть этоО nласкосто самастоятельно. □

Вопросы к теме
1. Назовите оснсвзые геометрические фигуры в прсстра^н^с^п^f^e.

2. Сформулируйте аксиомы- группы С.
3. Какие пря.^^1ые на плоскости называются: а) пересекающимися; б) 

параллельными"?
4. Какие прямые называются скрещивающимися? Приведите примеры..
5. Как могут бы-ть D^o^с^к^сл^сжезы две пря^^1ые в пространстве?
6. Какие пря^^^1ые называются: а) лежащими в плоскости; б) параллель- 

нымги ей?
7. Как могут бы-ть распслсжезы прямая и плоскост-ь в пространстве?
8. Какие плоскости в пространстве называются^: а) пересекающими^ся^; 

О) параллельны^^^и?
9. Как могут быть р^а^спсложены две плоскости в пространстве?
10. Сформулируйте аксиомы о свойствах пря^^^юй и плоскости в про- 

странст^в^е..
11. Сформулируйте аксиому о плсскости^, проходящей через три точкой.



u ПОСТРОЕНИЕ МНОГОГРАННИКОВ И ИХ 
ПРОСТЕЙШИХ СЕЧЕНИЙ

^еВ^ШЯНН7Ш15Я

При реmении гекметрическех задач кеонь важно mкстғкрть nравртьеый 
еертеж. Часто считают правильный чертеж - "половиной роmония". Пра- 
витьнко построение сторекмотғиеескрх чертожой считается достатоенк 
сложной, отвотственнкй) а рногда р трудной работой, так как стерекметғр- 
ческие фигуры имеют трр изморония р их нужно изобразить на плксккстИ) 
на странице тетради. Неnравитьеый чортож может привести к ееверекму 
решению или к тупику.

nкстроение призмы выmклеяют в следующем порядке (рис. 11). Сначала 
строят одно из осеований в виде мекгкугкльнрка. Затем из каждой верmреы 
меогкуиотьника проводят параттетьеыо е равные друг другу ктрозке) то 
есть образующие призмы. Коепы этих отрезков nкстодкватетьео соединяют. 
Получают второе осеованио призмы. На еортежо невидрыые ребра призмы 
чертят mтғих-пуектирной тиниой.

в)©

Построение пирамиды выполняют в таком жо порядке (рис. 12). Сна
чала строят осеование в виде мекгкуиктьника. Затем отметив ворmину 
перамрды, соедреяют эту точку с каждой ворmиекй осеованря. На чертежи 
невидимые ребра пирамиды чертят nуектеғеой трнией.

а) б)



Правильный лир2еж можну посрғуи2ь только при правильном представ- 
аении озаимного распелужиния прус2ғанственныч геоме2ғилескич фигур. 
Если одной из прус2рансрвинныч фигур является многогранник, а другой 
nлусЕ0C2Ьl то ниоДчодuму поdтрои2ь их селение. Займемся построением 
таких сечений.

Пусть мнугогранник пересеЕаи2 неко2орая 
паоскоd2ь. Гиуметрилеская фигура, являющаяся 
многонгоаьниЕOMl оерmuны котуғого - это 2OЛЕИ 
периdелия мнугогранника и паосЕOd2Иl называир 
селение^^^ лiнсгсгра^нни^к^о..

Секущая пеуdкос2ь nересекае2 nовирчность мно
гогранника по утрезкаMl а сечение многогранника 
dУC20И2 из удного или несколькич многонгоеьни- 
Еуо. На рисунке 13 изоДражено селение пятиуголь
ной призмы, яоаяющееdя dемиугоаьником. Селение 
на рисунЕи 14, пуауленное переdелением рамы 
паоdЕУd2ьИl dУC2УИ2 из двнч че2иғечугоеьникоо.

Ч2уДы изоДразить селение мнугогранниЕаl 
нужно У2ме2И2ь общие 2УЛЕи его граней и секущей 
пеосЕOdPU.

Задача 1. Построим селении 2ғеугоаьной 
пирамиды ОАВС, Е02урая пеғесекае2 ее реДра АВ, 
АО и СО в рулЕач К, Ь Мсуо2^оет^с2оинно (рис. 15).

Псстрсение. Секущая плоdкоd2ь а имеет с 
гранью АОВ пирамиды две общие 2УЛЕи: К и Ь. 
Саедуоа2ееьно секущая паоскоd2ь переdекае2 эту 
грань по о2резку АХ.

АналогuлнУl так как секущая пеоdкус2ь а имеет 
с гранью АОС пирамиды две общие 2олки М и Ь, 
пуэромн она перисекает эту грань по отризЕу МЬ.

Секущая пеусЕ0C2ь а имеет с гранью АВС пира
миды одну общую 20ЛЕH К. Найдем 2УЛЕHl в Е020р0Й 
эта паоdЕУd2ь пеғесеЕае2ся с реДром ВС.

nродуажив прямые LMи АС, пғuнадаежащие этой паоскус2Иl найдем 
их 2учку пи^^^<^^^e^^^UяЧ. Точ^iаХе^е^жит также в плоdкостяч АОС и АВС.

Секущая паоdкус2ь а имеит с гранью АВС пирамиды две общие толЕи: 
КиХ. Тогда секущая пеоdЕOd2ь пересикает эту грань по У2ризкн КХ.

&



Тачка N оедсdспсоев nрвмой; КХ и дебро ВС такие nронадлеиот пло- 
скосто а..

СледовательнO) о5оскасть а nереdекает грань АВС по атрееку КЫ, а 
грань ВОС по отреека МЫ.

Четирехагольнок KL^N ядляетdв dеченеем пораниди плоскоdтьм о.. 
Каждай из отрезов KL и КЫ наеидают следом плоскоdти о на гранях ЛBQ, 
и АВС соответственоо.

□ Задача 2. Посброом сечение тре- 
угольнай оорамиды ОКЬМЫ, оолапсо- 
нае оересечеоием олоскоdти Ь с ребрам 
nорамиды ОЬ д точке А и прямой к, 
лежащей в основаоои пирамиди КЬММ 
(рис. 16).

Построени^е. Найдем точку пересе- 
ченоя прямых Ш/’и к. Так как эта точка 
лежит на прямой к, то она пронадлеиот 
и плоскаdти р. Подобно этома) так как
эта точка лежит на прямой ЬМ, то она nрооадлеиит и грано ЬОМ. Точка 
А пронадлежит обеом этим плоdкастям. Поэтону плоскость р переdекает 
олоскость ЬОМ по прямой АХ, а грань ЬОМ по агдсзпа АВ. Точка В явля
ется гопкоО переdечеооя прямых АХ и ОМ.

Точно также, аоределвем точки У ий пересечения плоскоdто р и ребра 
ОЬК и атрезка AD. Затем определяем точке 2 и С и орвмие ЭС и ВС. В ре
зультате, по5аченный четирехугольнок АВСЭ вдлветсв иdкомим сечением.

[^Задача 3. Точки А, В и С леиат на даениз дебрах четирехугольной 
призмы. Найдем сеченое призмы nлоdкаdтьм АВС (роd. 17).



Исккыое сеченро завесит от ткиK) на каких ребрах еетырохуикльеой при
змы и как расnотожееы ткекр А, В р С. На рисунке 17 изображен еаиботее 
простой случай, когда точке А, В р С ғаспотожееы на ребрах, исходящих 
из одной вершины,.

Пкстркееее сееееея в случае, езображенном на ррсунке 18, считается 
бктоо сложным. Оставmрося случаи сечений приведены на рисунках 19 р 
20. Как видите, сеченее может быть треугольникоЫ) еетьғехуиотьеркоЫ) 
пятруиотьерком и mестиуиктьнрккы. Построенио этих сечений выnотните 
саыкстоятетьно.

Вопросы к теме

1. Ч1то называют сзлзнизж многогранника?
2. Какой фигурой может быть сечение многогранник^а?
3. Что называют следом одной плоскости на другой плоскости?
4. Какой фигурой может быть сечение четырехугольного многогран
ника?



9 1 ПРАКТИЧЕСКИЕ УПРАЖНЕНИЯ И ПРИЛОЖЕНИЯ

Павтадите следующие оnарние одактипеdкие сдеденоЯ) ееапсооис д 
пдедыдащих трех дазделах. Они nамагат дон абобщибь nдойденнае и ре
шить одактическое зодачи.

Многогранники
Основные

фигуры
Прямоугольный
параллелепипед

Куб Пирамида

. А

V

2
1
1Dk---

с.

с

А точка, 
а прямая, 
о П5OdKOCTЬ

Оснодаооя - 
орямаагольнокИ) 
грани -
орямоагальнекИ)

Оdнованов - 
кдадратИ) 
грани - 
кдаддоти

Оснаданое — 
мнагаугольноK) 
грано - 
треагольники

Аксиомы стереометрии и их следствия

о

Р
о

Сущестдают точки, 
nриоадлеиащие пло- 
dкосто и не принадле
жащие ей.

Если две тачко првнай 
леиат на адоай nласка- 
сти, то все точки этой 
прямой пронадлеиот 
этой пласкаdти.

Если две n5аdкости 
имемт общам точка) 
то они омемт общую 
nрянаM) праходящам 
через эту точку.



/а .С //

Через две пере
секающиеся
прямые

Через три 2олкUl не 
лежащие на одной 
прямой

Через прямую и 
ни лежащую на 
ней тулЕу

Через две
парааееаьпые
прямые

... можно провести одну и только одну плоскость

а) В 2абаице предdраоеени неЕOPУFие прос2ейmие селенuя многогранниЕOо. 
РаddмУ2ри2е их онuмареаьну и уДъясни2е как полулить эти селепия.

Простейшие сечения многогранников
Многоуголь

ная призма
Прямоуголь
ный паралле

лепипед

КуД Пирамида

А
АСС1 - секущая 
плоdкос2Ьl про
ходящая через 
2олки А, С, С},

АСС^А^ - 
селение.

СВК - секущая 
плоdЕос2Ьl про
ходящая через 
толку К и пря
мую СВ, 
СВК1М- 
сечиние.

А^ВС1 - секу
щая nаоdкос2Ьl 
пручодящая 
через прямые 
ВС1 и ВА{, 
А]ВС1 - 
сичение.

А В

АВN- секущая 
паоdЕOC2Ьl прочо- 
дящая через парал- 
аеаьние прямые 
АВ и LN,
АВЫЬ - dеление.

И

в
с

Д) В 2а&еице п^ғиоедени а^а.еугилние cо^йс'2ва ги^I^^'тғилеdЕич фирур: в 
аивуй Ео^опЕи для паесЕ0C2U, а в правой - для прос2ранd2оа. Опредеаи2е 
чем они похожи и чем ғазлuлаи2dя. Какими еще общими соойстоами об
ладают паоdЕУd2Ь и пғоdтрапd2оо?

©



На пткскости В пространстуе
Если прямые имеют общую точку, 
то они пересекаются у этой точке.

Если плоскости имеют общую пря
мую, то они пересекаются по этой 
прямой.

Через любую точку mтосккстр 
можно провести бескоеечео много 
прямых.

В пространстве через прямую 
ыкжек провести бескоеечнк мекго 
плоскостей.

Через точк^у, не лежащую на данной 
прямой можно провести одну р 
только одну прямую, mаралтетьную 
данной.

Через прямую, не лежащую на 
данной nтоскостP) можно прове
сти одну р только одну nTOCKOCTЬ) 
параттетьную данной.

Прямые, паралтельеые одной р той 
же прямой, параллельны.

nткскостP) паралтельеые одной р 
той жо nтоскостИ) mараттетьеы.

3.1. Сколько общих точек могут рмоть в пространстве: а) две прямые; 
б) прямая и плоскость; в) дво пткскости?

3.2. Могут ли иметь в пространстве едиественную общую точку: а) две 
прямые; б) прямая р плоскость; в) две пткскости; г) трр пткскксте?

3.3. На рисунке 1 изображен nаралтетеnипод ИОРОРЕРС. Какие прямые:
а) перосекают прямую С1^', б) поресокают прямую ҒР; в) пағалтетьеы 
прямой СО; г) mараттельны прямой ЕР; д) являются скрещрвающрмрся 
для прямой CD; е) являются скрещивающимися для прямой ЕР!

3.4. На рисунке 2 изображена призма АВСВ>Е^ЕР^()^К55^Ти с mеструготьеым 
основанием. Назовите прямые: а) пересекающее mтоскость АВ^;
б) пересекающие плоскость иТЕ; в) лежащие в плоскостр РТК;
г) nғреадлежащие mтоскксти СБК; д) параллельные плоскости ЕЕС; 
е) параллельные mтоскостр А()В .

3.5. Для паралтелеmиmеда Ы^1^(^1РЕРС на рисунке 1 еаsовите: а) nтоскостИ) 
пересекающиеся с прямой U’t?; б) пткскостP) перосекающееся с прямой 
ОР; в) плоскости, содержащее прямую N0; г) nтосккстИ) содержащие 
прямую /JN; д) параллельный прямой СЕ; е) nаралтетьныо прямой ЕО.

3.6. На рисунке 2 изображен nараттотопрпед АВСИЕЕР(^^^!^Т1и с 
mестиугольным основанием. Назоврте nткскости: а) поросекающио 
плоскость СК)К; б) пересекающро nряы;^ю/=1; в) параттольеыо nлосккстр 
АСЕ; г) параллельные птоскостр ЕТ5.

3.7. Используя рисунок 3, назовите: а) тоекP) тожащре на пткскостях LMQ и 
ММЕ; б) mтоскостP) на которых лежит прямая ЛТ?; в) точки nоросееееия



nьвной ВС и nлаdкоdто KLN; г) топке nересеченов nьвмих РЬ и А® 
с nлоdкастьм ОРЯ; д) nьвние оедеdепенов n5оскоdтей КОЫ и KLM; 
е) nряние nедеdепенев n5аdкостей F^E^Q и МЫК\ ж) точки оеьсdспсоев 
nьвмих АВ и ЬМ\ з) топке nересеченив nрямих ВО и МС.

3.8. Dакаиете) что чедез тье топке наино nродесто плоdкасть. Сколько 
такоз nлоскоdтей?

3.9. Точки А, В, С и о -le 5еиат д аднай nлоскоdто. Dокоиеге) что nдвние 
АВ и СО не neдedeкамтdв.

3.10. Моино ли nравeсте nдвнаM) nдозо,двщум чeдeе топка neьedeпeнев 
двух заданоиз nрвмиз и ое лежащую в плоскосто оeрedeпeнов этез 
оьвниз? Обоdнайтe отдег^.

3.11. Точки А, В, С5eиот в каидой из двух разлопниз nлоскоdтeй. Dокаиетe) 
пта эти топко лежат на адной nрвной.

3.12. Dокаиотe) что пeьeе nьвнам ноино nдодeсто две дае5епниe nлоdкоdти.
3.13. Пдвниe а и Ь не 5eиат в адной nлоd^^с^-^^^т^t. Моина ли nдодedто орвнам 

с, nада55e5ьнам nьянин а и Ы
3.14. Dокаиотe) что ed5о n5аскаdть neрedeкаeт одну из двух параллельных 

nдвниЗ) то она neьedeкаeт и дьагум.
3.15. Dакаиетe) что пeьeе одна из dкрeщодамщихсв nрвниз ноино одадedто 

n5OdкостЬ) nада5лeльнам ддагай.
3.16. Дан трeаro5ьнек АВС. П5OdкоdтЬ) nарал5eльнав nьянай АВ, neдeсeкаeт 

dтарана АС тдeаro5ьнеко в топкe А/, а сторана ВС в топкe В.. Найдотe 
д5она атрeека А/В, ed5е: о) АВ = 15 см , АА^: АС= = 2:3; О) АВ = 8 dH) 
АА^:АС= 5:3-, в)5,С=10см, АВ:ВС^А-.5-, T}AA~a,AB = h,AiC=c.

3.17. Дана nрадольнав пeтиьeзага5ьная nедамода (дос. 4). Dокаиотe) что 
ДРСА = АРНВ, ed5о РА и РВ - диdоти граней РСН и РНК nоданоды.

3.18. АВСйНСРЕ nдяноуго5ьоий nара5лeлenоneд (рис. 5), ребро котодого 
ьодно 8 dH) а аdнованеeн вд5вeтdв кдаддат со dтороной 6 см. Найдогe

138



длину nғУdтрапс2оенной еомапуй линии НРОВН.

I.19. В прямой 2ренгольнуй призме ЫКРМЬ (рис. 6) утноmипие длины 
dторопы оспооания и ДуЕ00УГУ реДра ғаопо 2:3. Найдити Докуоню 
поверчноd2ь призмы, если длина пғУd2рапd2оеппой аомапуй линии 
1РЬКМ1 равна 16+4е(ГХ

l.0B. Боковая поверчпос2ь прямунгуаьпуго параелиееnипеда, уdпуванием 
ко2урого является коадға2l ғаопа 12 dм0. Найдите диагупааь 
пағалаелепиnедаl если диагональ уdпования равна е;0 .

l.0Г. Разъясни2е для dанлаеOl приоедипныч на рисунке 7, какии dелиния 
проd2ғанс2оепныч фигур изоДражепы.



3.22. На ребрах АЭ и СО куба АВСОА^^/Сротмееееы тоекр М р N. 
Постройте сеченио куба, nотуееееке при пересеченир его плоскостью 
Ш^Вг

3.23. Начертите куб АВСОА/5С^! р отметьте тоекр М, N\\ Ь в серединах 
его робер АВ, ВС и ВВг а) Постройте сееееие куба плоскостью МАХ; 
б) докажите, что треуиотьерк МАХ правильный; в) найдите площадь 
треуготьеика МУЦ еслр робро куба равно 1 см.

3.24. В прямоуготьеоы пағалтетепрnеде АВСОА^В^ребро АВ = 6 см, 
ребро АО = 6 см р роброЛЛ;= 8 см. Докажите, что сечение паралтетеnиnеда 
nтоскостью ВС^В является ғавеостороееиы треугольеркоы р найдете 
высоту этого треуиотьеека.

3.25. Начертите призму АВСОА^ВСРг Постройте сееееие призмы 
птоскостьЮ) проходящей через середины М, N и Ь его ребер АО, АА - е

3.26. Какие из стучаеB) изображенных на рисунке 8 возможны пре 
nоресеееери куба ^^кскостью? Какие не возможны?

соответствующие пркстраествонныы фигурам, проходящие через точке: 
а) КО, Ь р М; б) А, В р С; в) А, В и C.

3.28. На ребрах ММу е презмы МРО̂^^Т^^P^Q^7^ отмееееы тоекр
А, В р С (ррс. 10). Постройте сеееере призмы nтоскостью АВС.

3.29. На осеоваерр даееыX) пғеводеееых на рисунках, постройте сееееря 
соответствующих пространственных фигур проходящие через тоеек: 
а) и, V р (ррс. )1Ь; в) А е В (рис. 12).



©)c^) в

О Применение и формирование практической компетентности.

1. nолемн прежде, чем рыть ко2лооап под здание пнжпу прооиd2u раз- 
миPЕн 2нго натянутыми нитями?

Ответ: пересечением двух плоскостей яв.ляется пряма^я..
2. Почемн поверчнос2ь будущего кирпича C2апоои2dя плоской?
Ответ: При формовке сырцовых кирпичей, пос.ле закладки саманнсй

глины мастер убирает излишки глины,, прсвсдя плоским мастерком по 
поверхности формы,.

3. При сборке стульев плу2ник пруоеғяеTl лежат ли ножки стула в удпуй 
паоdкостИl натягивая нить между его пғо2ивепоеужными пожками. Попро- 
Дуйте применить этот метод и уДуdпннти его.

Ответ: Д^ве пересекающиеся прямые определяют единственную пло- 
скост^ь..

4. Каким образом плотник доДиваится паусЕой пуоирчпоdтUl ғаdпиеиоая 
деревянные бруски?

Ответ: проведя на двух соседних гранях бруска отрезки АВ и АС, плотник 
старается делать пропил прямо по этим отрезкам.. В результате, из-за 
того, что через две пересекающиеся пряемые проходит одна плоскоть,, от- 
пилинная поверхность получается плсск^сi^.

5. nулемн штатив, на ко2орый ус2апаоаиоаирся фо2УаппараPl оДилно



дe5амт с трeнв ноикани?
Ответ:через три точки, не лежащие на одной прямой, проходит только 

одна плосксстi^.
6. Какен dnоdобон nо5ьеаeтсв n5атниK) чтобы nродeдетЬ) nлоскав ли 

nадeдзноdть дeдeдвннага Одаdка. На чем основидаeтdя этот способ?
Ответ: если две точки прямой лежат на гмоскости, то и сама прямая 

лежит на этой плоск^ссп^и^.
7. Пачeна трeзка5edний нотацек5 аdтойпедee двахко5edного нотацикла? 

Ответ: через три точки, не лежащие на одной прямой, проходит только 
одна п:1оскость.

8. Пачeна нeеакдитиe ддeьо nдоаткридамтся при dкдоенвкe? Попeна 
то же самое не nроеdзадит с еакдитимо ддeрьмо?

Ответ: через прямую и не лежащую на ней точку можно провести 
только одну плоскость.

9. Сколько керnопeй nанадоботdв для nостройко 18 колонH) edле 
оаneьeчноe dспсоес каждой кo,5онои есть кдадрат со dтороной 1 дм, а диdота 
ка.5оони - 4 м? Раенeьи кеьnепа: 1 х 1,5 х 3 ДH) а отходи dоdтав5вмт 5 %о.

Ответ: 8200 шт.
Обветы

1.23. АВ//СО^. 1.24. ~1—- см, 8у- см. 1.25. см. 1.26. 14 см. l.-1. З^/Тсм.
1.28. 17 см. 1.29. 24 см. 1.30. 4,8 см. 1.31. 18 см.

2.6. 256 н-. 2.8. (Н+л/З) dн-. 2.9. а) ^50; ^^,5 (12-+V3); б) ^^00; 1400;
в) 3456; l((8 (32 +9^3); г) 2000; 2000+640 tg 54°. 2.10. а) б^Тз dн; l^Л/е
dн; О) 4055/З см-; в) 6485/е dн2. 2.11. а) -^8- см; 2 5^13 см; б) 48 л'''
dн-; в) 144+485/73 сн-. -.12. а) V1'42 - 45^3 м; 5'l‘4- + 45^/5 м; б) -)2 н-;
в) 282 м2; -.13. а) 5 м; м; б) 8(5+5/м ) м2; д) 8(1^^5/3^) м2. 2.14. а)
13 см; 12 см; б) 360 сн2; д) 30(12+5^/е) см2. -,1В. -^^(^5:е - 3) сн2. 2.17. а)
168г- dм2; б) Н^Зл dн2; д) -)4л н2; г) -<68л н2. 2.18. 6255 dн2. -.19. 252л н2.
2.-0. л2 н2. -.21. 4 dн; 16 dн. 2.—. 2,11 1. 2.-3. 4,83 н2. 2.24. 37 мм. 2.-В.
-^'405 dм2. -.26. а) 75я dн2; б) 288л дн2; д) 6)-5л м2. 2.28. а) 88л dн2;
б) 88л dн2; в) 540л сн2; г) 3)-4л н2;
3.18. ^Т0 см. 3.19. 4(5+Зс/-) см. 3.20. 72 дн2. 3.23. &- н2.
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